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Résumé

Dans cette présentation on s’intéresse a la technique de moyennisation d’Oswald ([2]) pour
construire des fonctions globalement de classe C1 et polynomiale par morceaux à partir des
fonctions qui seulement continues et à l’utilisation de l’opérateur d’interpolation qui résulte
dans le context de la méthode des éléments finis. On considére le cas d’un domaine Ω ⊂ R2

borné régulier de classe C1,1.

Mots Clés : interpolation, espace de Sobolev, éléments finis.

1. Introduction

Il est bien connu que pour définir l’intérpolé d’Hermite d’une fonction, celle ci doit être au
moins de classe C1 (voir [2]). Dans le cas d’une dimension, le théorème d’injection de So-
bolev (voir [1]), qui affirme que les éléments de l’espace H1 admettent des représentants
continus,donc dans le cas unidimentionnel on peut définir l’intérpolé d’Hermite d’une fonc-
tions de l’espace H2, car cette fonction admet un représentant de classe C1. Mais dans le
cas bidimensionnel, il existe des éléments de H1 qui ne sont pas continus. L’exemple suivant
montre qu’il existe des éléments de H2 qui ne sont pas de classe C1.
Soit la fonction

v(x) =

 |x| ln
(

ln
1

|x|

)
, avec |x| =

√
x2

1 + x2
2.

0 si x = 0

(1.1)

Alors v ∈ H2(B(0, 1
2)) mais v /∈ C1(B(0, 1

2))

1. On montre que :v ∈ H2(B(0, 1
2))

(a) comme
∫
B v

2 dx < ∞ alors v ∈ L2(B(0, 1
2))

(b)
∂v

∂x1
et

∂v

∂x2
∈ L2

(c) Il est facile de montrer que :
∂2v

∂x2
1

∈ L2 la même chose pour
∂2v

∂x1∂x2
∈ L2 (utilisant les

cordonnées polaires), alors :v ∈ H1(B(0, 1
2))

Donc : v ∈ H2(B(0, 1
2))

2. On remarque :

lim
x−→0

v(x)− v(0)

|x− 0|
= lim
x−→0

ln | ln 1

|x|
| −→ ∞

Alors v /∈ C1(B(0, 1
2))

Donc on ne peut pas définir l’intérpolé d’Hermite, qui est défini par :

H1
hv :=

K∑
i=1

Ni(v) ϕi.

avec : Ni(v) = v(zi) et Ni ⊂ N = {N1, N2, ..., N10}.
Soit Ω un domaine polygonale de R2 et f ∈ L2(Ω).

2. Problème modèle d’order quatre

On considère le problème biharmonique sur un domaine polygonal avec des conditions aux
limites de Dirichlet et de Neumann homogènes∆2u = f, x ∈ Ω

u =
∂u

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω

(2.1)

Ce problème peut être résolut numériquement en utilisant des méthodes conformes de
classe C1. La méthode d’éléments finis basée sur ces éléments (par exemple l’élément Her-
mite ou l’élément Bogner - Fox - Schmit est compliquée, et encore plus dans la dimension
trois.
2.1 Le problème variationnel

Le problème variationnel correspondant à (2.1) est le suivant :{
Trouver u ∈ (H2 ∩H1

0)(Ω) tel que
a(u, v) = L(v).

Avec :

a(u, v) =
∑
T∈Th

∫
T
∇2u : ∇2vdx, où ∇2u : ∇2v =

2∑
i,j=1

∂2
iju ∂

2
ijv.

L(v) =

∫
Ω
fv dx

2.2 Le problème discret

Soit Th une triangulation régulière de Ω. On définit l’espace des éléments finis :

Vh = {vh ∈ C0(Ω̄) : vh/T ∈ Pk(T ), (k ≥ 2), ∀T ∈ Th, vh = 0 on ∂Ω} ⊂ H1
0(Ω)

Alors on définit le saut et la moyenne sur une arête intérieure e par :

JvK = v−n− + v+n
+ et {{v}} =

∇v− +∇v+

2
.

Pour les problèmes d’ordre quatre on définit :

s
∂v

∂n

{
= (∇v+ +∇v−) · n et

∂2v

∂n2
= n · (∇2v)n.

On définit le problème discret suivant :{
Trouver uh ∈ Vh tel que

ah(uh, v) =
∫

Ω fv dx ∀v ∈ Vh.
(2.2)

avec

ah(w, v) =
∑
T∈Th

∫
T
∇2w : ∇2vdx +

∑
e∈Eh

∫
e

{{
∂2w

∂n2

}}s
∂v

∂n

{
ds

+
∑
e∈Eh

∫
e

{{
∂2v

∂n2

}}s
∂w

∂n

{
ds +

∑
e∈Eh

σ

|e|

∫
e

s
∂w

∂n

{ s
∂v

∂n

{
ds

2.3 Estimation d’erreur concrète

Si la solution u du problème (2.1) a la régularité H4(Ω) l’orthogonalité de Galerkin et le théo-
rème d’interpolation (en utilisant l’interpolé d’Hermite par exemple) [3] qui affirme l’estimation
suivante :

h
−2γ
T ‖v − Πhv‖2L2(T ) + h

2(1−γ)
T |v − Πhv|2H1(T ) + h

2(2−γ)
T |v − Πhv|2H2(T )

≤ C‖v‖2Hs(T ) ∀T ∈ Th ∀v ∈ Hs(Ω), s >
5

2

impliquent l’estimation d’erreur concrète suivante :

‖u− uh‖h ≤ Chs−2|u|Hs(Ω) 2 < s ≤ k + 1 (2.3)

Remarque 2.1 Mais le problème avec cette estimation est le fait qu’elle exige la régularité
H4(Ω) alors que, la régularité de la solutions faibles du problème (2.1) est seulement H2

qui nécessite la création d’un interpolé pour les fonctions de classe H2 avec des estimées
analogues à celles de l’intérpolé d’Hermite.

3. L’intérpolé d’OSWALD

Définition de l’opérateur Eh Soit v ∈ Vh alors on définit Eh(v) = w par

w(x) = v(x) si x un noeud intérieur

(∇w) (x) =
1

|Tx|
∑
T∈Tx
∇v/T si x ∈ Nh/Γ

∂w

∂n
(m) =

1

2

∂v

∂n
(m) si m est un point milieu sur e

(3.1)

où Tx = {T ∈ Th tel que x une arrête sur ∂T} .

Proposition 3.1 L’opérateur Eh satisfait les propriétés suivantes :

h−2
T ‖v − Eh(v)‖2L2(T ) + h2

T |v − Eh(v)|2H1(T ) + h4
T |v − Eh(v)|2H2(T )

≤ C‖v‖2h ∀T ∈ Th ∀v ∈ Vh
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Résumé

Dans cette présentation on considère le cas un domaine Ω ⊂ R2 borné et régulier de classe
C1.1. On s’intéresse à l’interpolation de fonctions peu régulières i.e., de H1(Ω) en utilisant
l’interpolé de Clément ([3]) et à l’utilisation de cet interpolé dans le contexte des éléments
finis pour avoir des estimation d’erreur a posteriori.
Mots-Clés : interpolation, espace de Sobolev, analyse a posteriori

1. Introduction

IL est bien connu que pour définir l’intérpolé de lagrange d’une fonction, celle ci doit être au
moins une fonction continue ([2]). Donc dans le cas d’une dimension, le théorème d’injection
de de Sobolov ([1]), donc dans le cas uni-dimentionnel on peut définir L’intérpolé d’une fonc-
tions de H1. Mais dans le cas bi-dimensionnel, il existe des éléments de H1 qui ne sont pas
continus ; comme il montre l’exemple suivant :
Soit Ω la boule ouverte B(0; 1/2)

u(x) = log(log |x|)
Alors u est dans H1(B(0; 1/2)), mais u n’est pas bornée au voisinage de 0. Donc on ne puet
pas définir l’interpolé de Lagrange de cette fonction. Nous rappelons que l’intérpolé de La-
grange est défini par,

τ1h : C0(Ω̄) ∋ v 7→
Ns,i∑
i=1

v(Si)φi ∈ V 1
h .

2. Problème modèle

On considère le problème aux limites suivant :
Soit Ω un ouvert polygonal borné connexe de R2. On suppose que sa frontière Γ = ∂Ω .

{
−∆u = f dans Ω

u = 0 sur Γ
(2.1)

2.1 Le problème faible

le probleme variationelle : {
Trouver u ∈ H1

0(Ω) tel que
a(u, v) =

∫
Ω fv, ∀v ∈ H1

0(Ω)
(2.2)

où nous avons posé

a(u, v) =

∫
Ω
∇u · ∇v dx.

2.2 Le problème approché

Le problème approché du problème (2.1) s’écrit dans l’espace Vh définit par :

V 1
h = {vh ∈ C0(Ω); vh|T ∈ P1,∀T ; vh|∂Ω = 0} (2.3)

{
Trouver uh ∈ Vh telle que
a(uh, vh) = f (vh), ∀vh ∈ Vh

(2.4)

D’apré le lemme de Céa est théorème de l’interpolation on a

∥u− uh∥1,Ω ≤ c inf
vh∈Vh

∥u− vh∥1,Ω ≤ c′h∥u− τ1hu∥1,Ω ≤

 ∑
T∈Th

h2T∥u∥
2
2,T

1/2

(2.5)

L’estimation (2.5) n’entre pas dans le cadre des estimations a posteriori, car l’estimation fait
intervenir la quantité ∥u∥2,T qui est inconue. Alors la régularité des solutions faibles des pro-
blèmes elliptiques de second ordre est seulement H1 qui nécessite la création d’un intérpolé
pour les fonctions de classe H1.

3. L’interpolé de Clément

Soit Ω un domaine polygonal de R2. Soit (Th)h une fonction famille réguliére de
Ω. Soit Vh un espace d’approximation construit avec Th que nons supposons H1-
conforme. Soit VT un élément de Th qui ont une intersection non vide avec k. Soit
e une aret de T et notons V (e) l’ensemble de tous les éléments de Th qui ont
une intersection non vide avec e. On note Nh l’ensemble des noeuds du maillage.

..

e

.

T

FIGURE 1 : L’ensemble V (e) et l’ensemble V (T )

Proposition 3.1 Il existe un opérateur Ch : H1(Ω) → V 1
h et une constante c > 0 tels que :

∥v − Chv∥0,T ≤ c hT∥v∥1,V (T )

∥v − Chv∥0,e ≤ c h
1/2
e ∥v∥1,V (e)

(3.1)

Definition 3.2 Soit x ∈ Nh. Pour tout v ∈ H1(Ω), on note πxv ∈ R la moyenne de v sur l’ouvert
Vx. On définit Ch l’opérateur de H1(Ω) à valeurs dans Vh par

Chv(x) =

{
(πxφ)(x) pour tout x ∈ Nh \ Γ

0 pour tout x ∈ Nh ∩ Γ
(3.2)

4. Estimation d’erreur a posteriori

Definition 4.1 fonction η = η(h, uh, f ) est appelée erreur a posteriori si

∥u− uh∥V ≤ η(h, uh, f ). (4.1)

Si η(h, uh, f ) se met sous la forme

η(h, uh, f ) =

 ∑
T∈Th

ηT (uh, f )
2

1
2

(4.2)

nous dirons que ηT (uh, f ) est un indicateur d’erreur.

La connaissance d’un indicateur d’erreur permet de mettre en ouvre une stratégie d’adap-
tation de maillage. Heuristiquement, si ηT (uh, f ) est grand, nous pouvons envisager de di-
minuer l’erreur en raffinant le maillage, c’est-à-dire en découpant T en élément plus petits,
alors que si ηT (uh, f ) est très petit, nous pouvons économiser des degrés de liberté en re-
combinant T avec ses voisins.
où nous avons introduit l’indicateur d’erreur
Theorem 4.2 Supposons que la famille Th soit régulière. Alors, il existe c > 0 telle que

∥u− uh∥1,Ω ≤ c

 ∑
T∈Th

ηT (uh, f )
2

1
2

,

où u est la solution du problème faible et uh celle du problème discret et nous avons introduit
l’indicateur d’erreur

ηT (uh, f ) = hT∥f +△uh∥0,T +
1

2

∑
e∈∂T

|e|
1
2∥J∂nuhK∥0,e.

Dans cette formule, e est une arête de T , ∂T est l’ensemble des arêtes de T qui ne sont pas
sur la frontière de Ω, |e| le diamètre de e et [[∂nuh]] le saut de la dérivée normale de uh à
travers e.
Proof : On a la propieté da stabilité, i.e, il existe une constant α > 0 telle que :

inf
u∈H1

0(Ω)
sup

v∈H1
0(Ω)

a(u, v)

∥u∥1,Ω∥v∥1.Ω
⩾ α. (4.3)

Puisque
a(u− uh, vh) = 0 pour tout vh ∈ Vh

l’inégalité de stabilité (4.3) donne

∀vh ∈ Vh ∥u− uh∥1,Ω ≤ 1

α
sup

v∈H1
0(Ω)

a(u− uh, v − vh)

∥v∥1,Ω

nous pouvons développer le numérateur de second membre comme suit

a(u− uh, v − vh) =

∫
Ω
(−△u)(v − vh)−∇uh · ∇(v − vh)

=
∑
T∈Th

(

∫
T
(f +∆uh)−

∑
e∈∂T

∫
e
(∂nuh)(v − vh))

où e désigne une face d’un élément T .
Comme v − vh est nul sur la bord de Ω, la sommation sur e ne fait intervenir que les faces
qui sont communes à deux éléments. Ces faces sont donc des interfaces. Comme v− vh est
continu à travers chaque interface e, il vient :

a(u− uh, v − vh) ≤
∑
T∈Th

(∥f +∆uh∥0,T∥v − vh∥0,T +
∑
e∈E iT

1/2∥J∂nuhK∥0,e∥v − vh∥0,e)

où E iT est l’ensemble des faces de T qui ne sont pas sur la frontière. Nous choisissons main-
tenant vh = Chv, où Ch est l’opérateur de Clément et en appliquant les estimation de (3.1),
on obtient

a(u− uh, v − vh) ≤
∑
T∈Th

(hT∥f +∆uh∥0,T∥v∥0,T +
∑
e∈E iT

1/2|e|1/2∥J∂nuhK∥0,e∥v∥0,e)
≤ ∥v∥1,Ω

 ∑
T∈Th

(h2T∥f +∆uh∥20,T +
∑
e∈E iT

1/2|e|1∥J∂nuhK∥20,e)


1
2

Alors

∥u− uh∥1,Ω ≤ c

 ∑
T∈Th

ηT (uh, f )
2

1
2

,

où
ηT (uh, f ) = hT∥f +△uh∥0,T +

1

2

∑
e∈E iT

|e|
1
2∥J∂nuhK∥0,e.
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Abstract

This paper deals with the study of a nonlinear problem of bi-
lateral, frictionless adhesive contact between two viscoelas-
tic deformable bodies with damage. The adhesion process
on the common contact surface is modelled by a surface
variable, the bonding field, the tangential shear due to the
bonding field being included. We obtain an existence and
uniqueness result by construction of an appropriate map-
ping which is shown to be a contraction on a Hilbert space.
Keywords: bilateral frictionless contact; adhesion; elastic
materials; fixed point;
damage; weak solution.

1. Introduction

Les mathématiques et la mécanique ont été des parte-
naires complémentaires depuis le temps de Newton, et
l’histoire des sciences montre beaucoup de preuves de
l’influence bénéfique de ces domaines l’un sur l’autre.
Le contact entre corps déformables abondant dans
l’industrie et la vie quotidienne.
En raison de l’importance industrielle des procédés
physiques qui ont lieu lors d’un contact, un effort consid-
érable a été fait dans leur modélisation, l’analyse, analyse
numérique et simulations numériques, et par conséquent,
la théorie mathématique de la mécanique de contact a fait
des progrès impressionnants ces derniers temps.
En raison de leur complexité inhérente, les phénomènes de
contact conduit à des modèles mathématiques exprimés en
termes de problèmes d’évolution fortement non linéaires.

2. Préliminaries

On note par S3 l’espace des tenseurs symétriques du sec-
ond ordre sur R3, Soient Ω1 et Ω2 deux domaines bornées
de R3. Dans la suite, nous employons un indice supérieur
ℓ pour indiquer que la quantité est liée au domaine Ωℓ;
ℓ = 1, 2. Pour chaque domaine Ωℓ, nous supposons que
sa frontière Γℓ est lipschitzienne continue, et divisèe en trois
parties disjointes mesurables Γ1, Γ2 et Γ3, avecmes(Γ1) > 0.
La normale unitaire extérieur Γℓ est noté par νℓ = (νℓi )
On utilise les notations

Hℓ = {u = (ui) | ui ∈ L2(Ωℓ)} = L2(Ωℓ)d,

Hℓ
1 = {u = (ui) | ui ∈ H1(Ωℓ)},

Hℓ = {σ = (σij) | σij = σji ∈ L2(Ωℓ)},
V ℓ = {v ∈ Hℓ

1 | v = 0 sur Γℓ1}.

les espaces Hℓ, Hℓ
1 et Hℓ sont des espaces de Hilbert

rèels, munis des produits scalaires notè par (·, ·)Hℓ, (·, ·)Hℓ
1

et (·, ·)Hℓ respectivement.

On définit le produit scalaire sur lespace V ℓ par (uℓ,vℓ)V ℓ =

(ε(uℓ), ε(vℓ))Hℓ, ∀uℓ,vℓ ∈ V ℓ,
Nous rappelons la formule de Green

(σℓ, ε(vℓ))Hℓ + (Divσℓ,vℓ)Hℓ =

∫
Γℓ
σℓνℓ.vℓda, ∀vℓ ∈ Hℓ

1.

On rappelle que, par le théorème de trace de Sobolev, il
existe Cℓ0, qui dépend seulement de Ωℓ, Γℓ1 et Γℓ3 tel que

∥vℓ∥L2(Γℓ3)
3 ≤ cℓ0∥v

ℓ∥V ℓ, ∀vℓ ∈ V ℓ,

En outre, nous avons besoin de lespace fonctionnel

V = {v = (v1,v2) ∈ V 1 × V 2 | v1ν + v2ν = 0 on Γ3},

3. Formulation du problème mécanique-Hypothèses

Ces deux corps sont encastrés dans Γℓ1×(0;T ), soumis une
densité de forces volumiques f ℓ0 qui agissent sur Γℓ× (0;T ),
et des forces surfaciques de densité f ℓ2 qui agissent sur
Γℓ2(0;T ). Les deux corps sont en contact avec adhésion
le long de la partie commune Γ13 = Γ23 qui sera noté Γ3 ci-
dessous. On note par uℓ les vecteurs des déplacements,
et par σℓ le tenseur des contraintes, et par εℓ = ε(uℓ) le
tenseur de déformation linéarisé.
La formulation classique du problème mécanique de con-
tact bilatéral sans frottement avec adhésion entre deux
corps viscoélastiques correspondant est la suivante
Problème P Trouver le champ des dèplacements u =
(u1,u2) tel que uℓ : Ωℓ × [0, T ] → Rd, et le champ des
contraintes σ = (σ1,σ2) tel que σℓ : Ωℓ × [0, T ] → Sd,
et le champ endommagement α = (α1, α2) tel que αℓ :
Ωℓ × [0, T ] → R et le champ d’adhésion β : Γ3 × [0, T ] → R
telles que

σℓ = Aℓε(u̇ℓ) + Gℓ(ε(uℓ), αℓ), dans Ωℓ × (0, T ),

α̇ℓ − kℓ∆αℓ + ∂φKℓ(αℓ) ∋ Sℓ(ε(uℓ), αℓ), dans Ωℓ × (0, T ),

Divσℓ + f ℓ0 = 0, dans Ωℓ × (0, T ),

uℓ = 0, sur Γℓ1 × (0, T ),

σℓνℓ = f ℓ2 , sur Γℓ2 × (0, T ),

σ1
ν = σ2

ν, u1ν + u2ν = 0, sur Γ3 × (0, T ),

− σ1τ = σ2τ = pτ (β, u
1
τ − u2τ ), sur Γ3 × (0, T ),

β̇ = Had(β,R(|u1τ − u2τ |)), sur Γ3 × (0, T ),

∂αℓ

∂νℓ
= 0, sur Γℓ × (0, T ),

uℓ(0) = uℓ0 αℓ(0) = αℓ0, dans Ωℓ,

β(0) = β0, sur Γ3.

et on suppose que les forces volumiqes et la traction sur-
facique ont la régularitè suivante.

f ℓ0 ∈ L∞(0, T ;Hℓ), f ℓ2 ∈ L∞(0, T ;L2(Γℓ2)
d),

Finallement, les conditions initiales satisfait

uℓ0 ∈ V ℓ, αℓ0 ∈ Kℓ β0 ∈ L∞(Γ3), 0 ≤ β0 ≤ 1 a.e. x ∈ Γ3.

Par le théorème de représentation de Riesz, nous pou-
vons définir lélément f (t) ∈ V tel que Nous définissons
l’aplication f = (f1, f2) : [0, T ] → V par l’égalité

(f(t),v)V =

2∑
ℓ=1

(
(fℓ0(t),v

ℓ)Hℓ +

∫
Γℓ2

fℓ2(t).v
ℓda

)
Soit j : L∞(Γ3)× V × V → R la fonctionnelle

j(β,u,v) =

∫
Γ3

pτ (β,u
1
τ − u2τ ).(v

1
τ − v2τ )da.

Alors, la formulation variationnelle du problème mécanique
de contact bilatéral sans frottement, avec adhésion entre
deux corps viscoélastiques est la suivante.
Probléme PV Trouver le champ des dèplacements u =
(u1,u2) : [0, T ] → V, et le champ des contraintes σ =
(σ1,σ2) : [0, T ] → H, et le champ endommagement α =
(α1, α2) : [0, T ] → H1(Ω) et le champ d’adhésion β : [0, T ] →
L∞(Γ3) telles que

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Gε(u(t), α)
β̇(t) = Had(β(t), R(|u1τ (t)− u2τ (t)|)), 0 ≤ β(t) ≤ 1,

(σ(t), ε(v))H + j(β(t),u(t),v) = (f(t),v)V , ∀v ∈ V,

α(t) ∈ K,
2∑
ℓ=1

(α̇ℓ(t), ξℓ − αℓ(t))L2(Ωℓ) + a(α(t), ξ − α(t))

≥
2∑
ℓ=1

(Sℓ(ε(uℓ(t)), αℓ(t)), ξℓ − αℓ(t))L2(Ωℓ), ξ ∈ K

a.e t ∈ [0, T ],

u(0) = u0, β(0) = β0, α(0) = α0.

L’étude du problème PV se fait dans la prochaine section,
et cela dans plusieurs étapes, et elle est basée sur les ré-
sultats des équations diffrentielles, et largument du point
fixe.

4. l’ existence et résultat d’unicité

Notre resultat principal d’existence et d’unicité est le suiv-
ant.
Theorem 4.1 Sous les hypothèses, le problème PV ad-
met une solution unique {u, σ, α, β} ayant la régularité u ∈
L∞(0, T ;V ), σ ∈ L∞(0, T ;H), α ∈ W 1,2(0, T ;L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;H1(Ω)) β ∈ W 1,∞(0, T ;L∞(Γ3)) ∩ Z.
La démonstration du théorème (4.1) se fait en plusieurs
étapes. Elle est basée sur les résultats des équations
d’évolution avec les opérateurs monotones et les argu-
ments du point fixe, mais avec un choix différent de l’espace
V et de la fonctionnelle j.
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Abstract

Dans cet article, nous étudions l’existence d’une solution pour un example de l’inéquation
variationnelle parabolique
mot-clés: l’inéquation variationnelle parabolique , la méthode de Roth.

1. Introduction

L’exemple suivant est le déploiement d’un modèle de problème mécanique , On considère le
problème pour trouver u = u(x, t) tel que

ut −∆u = f dansΩ× (0, T )

u ≥ 0 ; ∂nu ≥ 0 ; u∂nu = 0 surΓ× (0, T )

u(x, 0) = u0 ∀x ∈ Ω

(1.1)

- On doit preuves l’existence de la solution et pour le preuve On utilisent la méthode de Roth.

2. Problème classique

Trouver u telle que 
ut −∆u = f dansΩ× (0, T )

u ≥ 0 ; ∂nu ≥ 0 ; u∂nu = 0 surΓ× (0, T )

u(x, 0) = u0 ∀x ∈ Ω

(2.1)

ou u : Ω× (0, T ) 7−→ R
(x, t) 7−→ u(x, t)

Ω ⊂ RN , N ≥ 2 ∂Ω assez régulière ,ut =
∂u

∂t

3. Problème variationnel


[
u
′
(t), v − u

]
+ [Au, v − u] ≥ [f, v − u]

u(t); v(t) ∈ Kp.p

u(0) = u0

(3.1)

[., .] = produit scalaire dans L2(0, T,H) ou entre L2(0, T, V ) et L2(0, T, V
′
).

et V = H1
Γ0

=
{
v ∈ H1/v = 0 surΓ0

}
;H = L2(Ω); V ↪→ H ↪→ V

′

K = {v ∈ V⧸v ≥ 0 onΓ}

4. L’existence de solution

4.1 Problème discret
Pour chaque i = 1, 2, ... On considère le problème pour trouver la solution ui ∈ K de⟨

ui − ui−1

h
, v − ui

⟩
+ a(ui, v − ui) ≥ (f, v − ui) ∀ v ∈ Ω (4.1)

l’inéquation (4.1) ⇐⇒ de

1

h
⟨ui − f, v − ui⟩ + a(ui, v − ui) ≥

1

h
⟨ui−1, v − ui⟩ (4.2)

Observe que ui−1 savoir à pour chaque étape,et construire la fonction de Roth

un(x, t) = ui−1(x) +
t− ti−1

h
(ui(x)− ui−1(x)) t ∈

[
ti−1,ti

]
(4.3)

- Pour montrer que un(x, t) convergent à une solution u(x, t) Quand n→ ∞ de⟨
u
′
(t)− f, v(t)− u(t)

⟩
+ a(u(t), v(t)− u(t)) ≥ 0 (4.4)

-Nous établissons quelque estimation nécessaire.

- Pour i = j − 1Nous prenons v = uj dans l’inéquation (4.1)et pouri = j on prenons v = uj−1
pour produire ⟨

uj−1 − uj−2

h
− f, uj − uj−1

⟩
+ a(uj−1, uj − uj−1) ≥ 0 (4.5)

−
⟨
uj − uj−1

h
− f, uj−1 − uj

⟩
+ a(uj, uj−1 − uj) ≥ 0 (4.6)

On additionne (4.5) et (4.6) on trouve

1

h
∥uj − uj−1∥2 + ∥∇(uj − uj−1)∥2 ≤

1

h

⟨
uj−1 − uj−2, uj − uj−1

⟩
(4.7)

à partir de laquelle nous obtenons

∥uj − uj−1∥2 + h∥∇(uj − uj−1)∥2 ≤ ∥uj−1 − uj−2∥2 j ≥ 2 (4.8)

On appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz et utilisent l’inégalité élémentaire 2ab ≤ a2 + b2

pour le cas j = 1,On choisissons v = u0 dans (4.1) pour obtenir

1

h
∥u1 − u0∥2 + ∥∇(u1 − u0)∥2 ≤ | ⟨∇u0,∇(u1 − u0)⟩ | (4.9)

Si la donnée initiale u0 à H2(Ω) ∩H1
0 l’intégration par parties révèle que

| ⟨∇u0,∇(u1 − u0)⟩ | ≤ | ⟨∆u0, u1 − u0⟩ | ≤ ∥∆0∥∥u1 − u0∥.

afin que nous ayons la borne de base ∥u1 − u0
h

∥ ≤ ∥∆u0∥ combinant cette estimation à
l’inégalité (4.8) montre que

∥ui − ui−1

h
∥ ≤ c i = 1, 2, ....., n (4.10)

4.1.1 L’estimation a priori

- Pour c une constant qui est indépendant de n, on choisissons v = 0 dans (4.1),une borne
similaire impliquant la norme suivant:

∥ui∥V ≤ c i = 1, 2, ....., n (4.11)

- ces obligation de fournir une estimation uniforme sur la dérivée u
′
n depuis u

′
n =

ui − ui−1

h
- donc (4.10) dit que

∥u
′
n∥ ≤ C pour t ∈ [0, T ] (4.12)

- qui donne immédiatement le résultat de équicontinuité un(t) − un(τ ) ≤ c|t − τ | pour t, τ ∈
[0, T ] - pour la famille un,n ∈ N le théorème de Arzela-Ascoli et l’intégration compact
de H1

0 vers L2(ω) puis la garantie que un converge vers une fonction u dans l’espace
C([0, T ] , L2(ω)),En fait u est lipschitzienne et donc différentiable presque partout dans [0, T ].
- Il reste à démontrer que la limite u résoudre le parabolique variationnelle (4.4),pour accom-
plir cette , On définie un(t) comme la fonction de l’étape

un(t) = ui pourt ∈ [ti−1, ti] (4.13)

- ensuite de (4.11) que {ūn} à une suite qui converge faiblement dans H1
0 .que nous mar-

quons que {ūn} on outre (4.10) donne la borne|ūn(t)− un(t)| ≤
c

n
- D’où il se ensuite que la limite faible de cette séquence est u en exploitant la borne (4.12)
d’une manière similaire

4.1.2 Passage à la limite

On voir que u
′
n converge faiblement vers u

′
dans L2(0, T, L2(Ω))

-en fonction de un et ūn,l’inéquation variationnelle elliptique (4.1) est:

⟨ūn(t)− f, v(t)− ūn(t)⟩ + a(ūn(t), v(t)− ūn(t)) ≤ 0 ∀v ∈ K (4.14)

- qui détient presque partout dans [0, T ],pour les points arbitraires τ1 et τ2 dans [0, T ] ,on
intégré (4.14) à partir de τ1 à τ2 donne∫ τ2

τ1

⟨
u
′
n(t)− f, v(t)− ūn(t)

⟩
e + a(ūn(t), v(t)− ūn(t))dt ≥ 0 ∀v ∈ K (4.15)

-On prend lim inf quand n→ ∞ dans cette inéquation on trouve∫ τ2

τ1

⟨
u
′
(t)− f, v(t)− u(t)

⟩
+ a(u(t), v(t)− u(t))dt ≥ 0 ∀v ∈ K (4.16)

Quand un → u et u
′
n ⇀ u

′
dans L2(0, T, L2(Ω)) et la forme bilinéaire a(.,.) est faiblement

semi-continue.
alors u est solution de le problème variationnelle
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Abstract

Les discrétisations spectrales des équations aux dérivées partielles reposent sur le de-
gré élevé des approximations polynomiales et sur l’utilisation des bases tensoriels des
polynômes. D’abord, sur l’intervalle Λ ou sur le carré Λ2, nous avons décrit les outils de
base des méthodes spectrales, et nous avons prouvé certaines propriétés optimales des ap-
proximations et d’interpolations polynômiales. Enfin, nous les avons appliquées à l’analyse
spectrale de la discrétisation des équations de Laplace.

1. Introduction

Les techniques spectral sont des méthodes d’ordre élevé qui permettent soit obtenir des
résultats très précis ou de réduire le nombre de degrés de liberté pour une précision stan-
dard fixe. Nous mentionnons les prévisions de la météorologie et de la simulation directe
de turbulence entre les applications les plus complexes. En tant que premier, ils s’appuient
sur un degré élevé des approximations polynômiales par morceaux, et sur l’utilisation de
bases tensorielles des polynômes. Pour ces raisons, les géométries de base de ces méth-
odes sont tensoriels, c’est à dire qu’ils sont carré ou cube. Nous nous referons à [31], [41]
et [22] pour une présentation générale et une analyse des méthodes spectrales dans ces
géométries, et aussi [37], [69] et [34] pour extensions loin à triangles.Les espaces discrets
pour les méthodes spectrales sont simplement des espaces des polynômes, et le paramètre
de discrétisation est le degré maximal de ces polynômes. La discrétisation est de type
Galerkin, c’est-à-dire qu’elle s’appuie sur la formulation variationnelle du problème continu:
le problème discret est construit en remplaçant l’espaces fonctionnels par des espaces dis-
crets et les intégrales par des formules quadratures tensorielles appropriées. Son analyse
numérique s’appuie principalement sur les résultats de la meilleure approximation polynômi-
ale et aussi d’interpolation polynômiale aux nuds de la formule. Nous avons décrire et
analyser la discrétisation d’équation de Laplace, et nous présente son implémentation. Nous
nous referons à [22] Pour une analyse plus complète de ces techniques, et aussi pour [56],
[67] et [40] pour plus de détails sur la mise en uvre. Nous présentons la méthode spectrale
dans le carré Ω =]−1, 1[d, d = 2. Même si cette technique peut évidemment être tendue à des
domaines qui sont les images de Ω par fonctions lisses, par exemple quadratures convexes
, l’idée principale dans ce cas est de revenir au domaine de référence Ω, de sorte que seuls
certains autres arguments techniques apparaissent. Nous choisissons d’éviter eux.

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons à donner quelque notions et prélimi-
naires, qui décrivent les outils de base pour les techniques spectrales: on va définir l’espace
discret correspondant, on introduit les bases sur les polynòmes orthogonaux; les polynòmes
de Legendre, ensuite on décrit les formules de quadratures qui sont employées pour évaluer
les intégrales intervenant dans la formule variationnelle.

Dans le deuxième chapitre, on introduit quelques résultats de l’approximation polynòmiale,
et certains résultats de l’interpolation polynòmiale sur l’intervalle Λ puis sur le carré Λ2.

Dans le dernier chapitre, nous appliquons l’analyse de la discrétisation spectrale à
l’équation de Laplace sur le carré par la méthode de Galerkin. Finalement, on estime l’erreur
entre la solution exacte et approchée à la meilleur approximation de la solution dans l’espace
discrétisé et à l’erreur d’interpolation aux nuds de collocation sur le second membre de
l’équation.

2. Preliminaries

Lemma 2.1 Soit n ∈ N, et soit Ln un polynôme non nul de degré n qui soit orthogonal à
Pn−1(Λ) pour le produit L2(Λ). Alors
1) Ln à la parité de son degré: Ln = (−1)nLn
2)Les zéros de Ln sont réels strictement compris entre -1 et 1.
proof 2.2 1) Le polynôme L̃n définie par L̃n = Ln(−x) est lui aussi orthogonal à Pn−1(Λ) et
de degré n. Donc L̃n est proportionnel à Ln. Comme la symétrie est involution, L̃n est en fait
égale à +Ln ou à −Ln et comme le degré de Ln égale n on obtient(1)
2)Soit l la nombre de zéros du polynôme Ln qui sont distinct strictement compris entre -1 et
1 et d’ordre impair. Soit x1, ......, xl les zéros du Ln si l < n les polynômes Ln est orthogonal à
tous les polynômes des degré ≤ n−1 alors

∫ 1
−1Ln(x)(x−x1).....(x−xn)dx = 0 ceci impossible

car la fonction intègre ne change pas de signe donc l = n ceci montre que Ln ne s’annulent
pas en -1 et 1 alors on peut définir les polynòmes de Legendre.

Proposition 2.3 Soit N entier positif, il existe un unique ensemble de
N points εj, 1 ≤ j ≤ N et il existe un unique ensemble de N réels ωj , 1 ≤ j ≤ N tel que
l’égalité suivante ait lieu pour tout polynôme Φ ∈ P2N−1(Λ)∫

Λ
Φ(x)dx =

N∑
j=1

Φ(εj)ωj (2.1)

Les nuds sont les zéros εj, 1 ≤ j ≤ N de LN et les poids ωj , 1 ≤ j ≤ N sont positifs

proof 2.4 Soit hj les polynômes de Lagrange associés aux εj, 1 ≤ j ≤ N c’est à dire que hk,
est l’unique polynôme de degré N − 1 qui vaut 1 en εk et 0 en les autres εj, j ̸= k . Les hk,
1 ≤ k ≤ N , forment une base de PN−1(Λ). On pose

ωk =

∫
Λ
hk(ε)dε, 1 ≤ k ≤ N.

Il set alors évident que la formule d’intégration

∫
Λ
Φ(x)dx =

N∑
j=1

Φ(εj)ωj

est vraie pour tout les hk, 1 ≤ k ≤ N et donc par combinaison linéaire,pour tout
Φ ∈ PN−1(Λ). soit maintenant Φ ∈ P2N−1(Λ). par division euclidienne par LN , Φ s’écrit
Φ = QLN +R, avec Q,R ∈ PN−1(Λ) comme LN est orthogonal à PN−1(Λ)∫

Λ
Φ(x)dx =

∫
Λ
Q(x)LN (x)dx +

∫
Λ
R(x)dx =

∫
Λ
R(x)dx

d’où, comme R ∈ PN−1(Λ) ∫
Λ
Φ(x)dx =

N∑
j=1

R(εj)ωj (2.2)

or Φ(εj) = Q(εj)LN (εj) +R(εj), et comme les LN (εj) sont tous nuls, Φ(εj) = R(εj),
1 ≤ j ≤ N ainsi on a obtenu(2.1)
pour montrer que les ωj sont positifs,il suffit de remarquer que pour tout 1 ≤ k ≤ N

h2k ∈ P2N−2(Λ) la formule (2.1)donne alors

∫
Λ
h2k(x)dx =

N∑
j=1

h2k(εj)ωj = ωk > 0
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Abstract

The goal of this work is to study the existence of solution to
the following problem

∂u

∂t
− a∆u = Λ− f (u, v)− αu in R+ × Ω

∂v

∂t
− b∆u− d∆v = g(u, v)− σv in R+ × Ω

with homogeneous Neumann boundary conditions
∂u

∂η
=
∂v

∂η
= 0 on R+ × ∂Ω

and non-negative bounded initial data

u(0, x) = u0(x) v(0, x) = v0(x) inΩ

Where Ω ⊂ Rn is bounded domain of class c1 ,the constants
a, b, d,Λ, and µ are positive numbers.
the non-linearities f, g are assumed to be a non-negative
and continuously differentiable functions on (0,+∞) ×
(0,+∞).
Keywords: reaction-diffusion systems, Lyapunov func-
tional, global existence.

1. Modelisation

A reaction-diffusion system is a mathematical model that
describes the evolution of the concentrations of one or
more spatially distributed substances and is subject to two
transform process: a process of local (chemical) reactions,
wherein the different substances, and a diffusion process
which causes a breakdown of these substances in the
space. Used in other fields, including biology, physics, geol-
ogy and ecology and mathematically, reaction-diffusion sys-
tems are represented by semi linear parabolic partial differ-
ential equations which take the general form:

dq

dt
= D∆q +R(q)

q represents the concentration of a substance,
D is a diagonal matrix of diffusion coefficients,
R represents all local reactions.

2. Examples

Among the uses we mention the following:

1) Predator-prey:
A predator population y eats from a prey population x, the
most famous predator prey model (LotkaVolterra) reads:

dx

dt
= ax− bxy

dy

dt
= cxy − dy

2) models of spreading AIDS:
The following system describes an epidemic model repre-
senting the spread of infectious disease within a population:{

∂S
∂t (x, t) = D∆S(x, t) + Π− C(T )SIT − α,
∂I
∂t (x, t) = D∆I(x, t) + C(T )SIT − σI,

S denotes the number of susceptible individuals
I those infectious individuals
D ≥ 0 is the diffusion coefficient that is a constant

Figure 1: AIDS spread in the world

3. The class of our problem

We consider the following reaction-diffusion system
∂u

∂t
− a∆u = Λ− f (u, v)− αu in R+ × Ω

∂v

∂t
− b∆u− d∆v = g(u, v)− σv in R+ × Ω

with homogeneous Neumann boundary conditions

∂u

∂η
=
∂v

∂η
= 0 on R+ × ∂Ω

and non-negative bounded initial data

u(0, x) = u0(x)
Υ(0, x) = v0(x) inΩ

Among the authors who investigate in this problem are:
In the Diagonal system (i.e, b = 0)
L.Melkemi et al [5] find a positive answer under the falowing
conditions:
1. f (0, .) = 0 g(., 0) ≥ 0,

2. f (u, v) ≤ (1 + v)βφ(u) β ≥ 1,

3. g(u, v) ≤ Ψ(v)f (u, v),

4. limv→+∞
Ψ(v)

v
= 0 φ,Ψ ∈ C(R+),

the same authors in [8] generalize their results under the
falowing conditions:

1. g(u, v) = f (u, v) = λ(t)h(u, v) , λ is bounded function
in C(R+),

2. h(u, v) ≤ Ψ(u)φ(v),
3. Ψ(0) = 0 φ(0) = 0,

4. lim
log(1 + φ(v))

v
= 0,

v → +∞.
E.Daddiouaissa [7] gave a result for the falowing conditions:

1. f = g , f (0, v) = 0,
2. f (u, v) ≤ φ(u)(v + 1)λerv,
3. K(v) = vµ µ ≥ 1,

4. max(∥u0∥,
Λ

α
) <

Θ2

2− Θ

8ab

rn(a− b)2
.

In the triangular system (i.e, b > 0)
1)case d > a
Salem and Youkana [9] find a global solution under the
falowing conditions:

1. d− a ≥ b , α = σ,
2. g(u, v) = f (u, v) = λ(t)h(u, v) , λ is bounded function

in C(R+) h(0, v) = 0

3. lim
log(1 + h(u, v)

v
= 0,

v → +∞
S.Abdelmalek et al [2] gave a positive result under the
falowing conditions:

1. d− a ≥ b α = σ,
2. f = g f (u, v) ≤ φ(u)eαv, φ(0) = 0,

3. v0 ≥
b

d− a
(L(0)− u0),

4. max(∥u0∥∞
1

µ
) = K < M <

γ

αp
γ ≤ (

2
√
ad

a− d
)2.

B.Rebiai [10] find a global existence under the falowing con-
ditions:
case α = σ,

1. f (0, v) = 0 g(u,
b

d− a
(
Λ

µ
− u)) ≥ b

d− a
f (u,

b

d− a
(
Λ

µ
− u),

2. g(u, v) ≤ Ψ(v)f (u, v),
3. ∃β > 0,
4. limv→+∞vβΨ(v) = l,

5. ∥u0∥ ≤ Λ

µ
v0 ≥

b

d− a
(
Λ

µ
− u0).

the same author in [4] generalize their results under the
falowing conditions:
a)case d− a ≤ b α = σ,

1. f (0, v) = 0 f (u, v) ≥ 0 f (u,
b

d− a
(
Λ

µ
− u)) = 0,

2. ∥u0∥ ≤ Λ

µ
,

b)case d− a > b α = σ,

1. f (u, v) ≤ cφ(u)vreαv α > 0 r ≥ 0φ(0) = 0,

2. ∥u0∥ ≤ Λ

µ
<

8ad

αn(a− d)2
,

3. v0 ≥
b

d− a
(
Λ

µ
− u0).

2) case a > d
E.Daddiouaissa [3] finds a positive answer for the falowing
conditions:
case α ̸= σ,

1. f (u, v) ≤ φ(u)(u + v)r r ≥ 0,

2. g(u, v) ≤ Ψ(v)f (u, n) + Φ(v),

3. g(u,
b

a− d
u) +

b

a− d
f (u,

b

a− d
u) ≥ b

a− d
[(σ − α)u + Λ].

4. our aim or goal

Our aim is to study this problem when we have a change in
the medium’s characteristics

References

[1] Global classical solutions for reaction-diffusion systems
with non linearities of exponential,growth [BELGACEM
REBIAI and SAID BENACHOUR].

[2] ALYapunov functional for a triangular reaction-diffusion
system with nonlinearities of exponential gaowth
[S.Abdelmalek,M,Kirane and A,Youkana].published on-
line 9 july 2012 in wiley online library.

[3] Existence of Global solutions for a system of Reaction-
Diffusions Equations Having A triangular Matrix. Elec-
tronic Journal of Differential Equations,Val 2008,ISSN:
1072-6691. [EL HACHEMI DADDIOUAISSA].

[4] Global classical solutions for reaction-diffusion systems
with A triangular Matrix of diffusion coefficients. Elec-
tronic Journal of Differential Equations,Val 2011,ISSN:
1072691.[BELGACEM REBIAI].

[5] on the uniform boundedness of the solutions of sys-
tem of Reaction-Diffusions Equations .Electronic Jour-
nal of oualitative theory of differential Equations 2005.No
24.1.10.[lamine MELKEMI,Ahmed Zerrouk MOKRANE
and Amar YOUKANA].

[6] on the role of lovg incubation periodsin the dynamics of
acquired syndrome(AIDS).Journal of Mathematical Bi-
olgy Springer-Veriag 1989.[C. Castillo-Chavez ’2, K.
Cooke 5, W. Huang 6, and S. A. Levin 2-4]

[7] Existence of Global solutions for a system of Reaction-
Diffusions Equations With EXPONENTIAL NONLIN-
EARITY .Electronic Journal of oualitative theory of dif-
ferential Equations 2009,No 73. [EL HACHEMI DAD-
DIOUAISSA]

[8] Roundedness and Large-Time Behavior Results for a
Diffusive Epidemic Model [Lamine Melkemi, Ahmed Zer-
rouk Mokrane, and Amar Youkana] Received 7 February
2006; Revised 8 November 2006; Accepted 3 April 2007
Recommended by Karl Kunisch

[9] Int. Journal of Math. Analysis, Vol. 5, 2011, no. 9, 425
- 432 Global Existence of Solutions for Some Coupled
Systems of Reaction-Diffusion,[ Abdelmalek Salem] Uni-
versity of Tebessa, 12002 Algeria [Youkana Amar] Uni-
versity of Batna, 5000 Algeria

[10] Global Classical Solutions for Coupled Reaction-
Diffusion Systems without Growth Conditions on the
Nonlinearities University of Tebessa 12002, Algeria,Int.
Journal of Math. Analysis, Vol. 5, 2011, no. 20, 1003 -
1010 [Belgacem Rebiai]

[11] WiKipedia This page was last modified September 24,
2013 at 5:16.

Mastériales 2015. Mastériales 2015. Mastériales 2015. Mastériales 2015. Mastériales 2015.



Méthode d’éléments finis mixte pour
les équations de Marguerre-von

Kármán
Laheg Naziha∗ Ghezal A.(encadreur)

Département de Mathématiques
Faculté des Mathématiques et Sciences de la matière

Université Kasdi Merbah Ouargla, Algérie
∗naziha.laheg@gmail.com

Résumé

L’objectif de ce travail est l’étude de l’approximation numérique des solutions non-triviales
des équations de Marguerre-von Kármán pour le flambage d’une coque peu-profonde en-
castré. On propose une méthode d’éléments finis mixte. On généralise le résultat obtenu par
Kesaven [1] pour les équations de von Kármán.
Mots clés:
Elasticité non linéaire, Théorie de coque peu-profonde, Méthode d’éléments finis mixtes,
Équations de Marguerre-von Kármán.

1. Introduction

Dans cet travail on s’intéresse au calcul des branches de bifurcation (à partir de la solution
triviale ζ = 0) des équations de Marguerre-von Kármán, ces équations, qui sont un modèle
pour le flambage d’une coque peu-profonde encastré à de forces latérales, s’écrivent:

∆2ζ = [ϕ, ζ + θ] + λ[f, ζ + θ] dans ω,
∆2ϕ = −[ζ, ζ + 2θ] dans ω,
ζ = ∂νζ = ϕ = ∂νϕ = 0 sur γ.

(1)

où f fonction donnée et λ entier positive, ω ⊂ R2 est un overt borné, ζ le déplacement, ζ, ϕ:
ω 7−→ R2, θ ⊂ H2(ω) definit la surface moiyenne de la coque et γ sa frontière par ailleurs,

[η, ζ ] =
∂2η

∂x21

∂2ζ

∂x22
+
∂2η

∂x22

∂2ζ

∂x21
− 2

∂2η

∂x1∂x2

∂2ζ

∂x1∂x2
.

Les importents références dans ce travial est Kesavan [1], Brezzi [2], Miyoshi [3], Ciarlet [4].
Notation:
On utilise les espaces de lebsgue Lp(ω), 1 ≤ p ≤ +∞ et les espaces de Sobolev Hm(ω). la
norme dans Lp est désingnée par | . |0,p,ω sauf si p = 2 quand nons écrivons | . |0,ω. la norme
et semi-norme habituelles dans Hm(ω) respectivement désignées par ∥ . ∥m,ω et | . |m,ω.
Tout espace produit est muni de la norme produit correspondante mais on continuera à la
désigner comme dans le cas scalaire.

2. Les problèmes linéarisé

Théorème 2.1 Soit (σ, ζ, λ) ∈ Σ̃× Ṽ × R2 une solution du problème de valeur propres
on a:

˜(PV)


Trouver (σ, ζ, λ) ∈ Σ̃× Ṽ × R2 tels que
∀τ ∈ Σ̃, a(σ, τ ) + b̃(τ, ζ) = 0,

∀υ ∈ Ṽ ,−b̃(σ, υ) = λ
∫
ω[f, σ + θ]υdx.

(2)

et le probblème discret s’ecrive:

(PVh)


Trouver (σh, ζh, λh) ∈ Σh × Vh × R2 tels que
∀τh ∈ Σh, a(σh, τh) + b̃(τh, ζh) = 0,

∀υh ∈ Vh,−b̃(σh, υh) = λh
∫
ω[f, σh + θ]υhdx.

(3)

3. Le problème non lineaire continue

Théorème 3.1 Le triple {(ϕ, y), (σ, ζ), λ} est une solution du problème suivant:

˜(PN)



Trouver ((ϕ, y) ∈ Σ̃× Ṽ , (σ, ζ)) ∈ Σ̃× Ṽ etλ ∈ R2) tels que
∀τ ∈ Σ̃, a(ϕ, τ ) + b̃(τ, y) = 0,

∀υ ∈ Ṽ ,−b̃(ϕ, υ) = −
∫
ω[σ, σ + 2θ]υdx,

∀τ ∈ Σ̃, a(σ, τ ) + b̃(τ, ζ) = 0,

∀υ ∈ Ṽ ,−b̃(σ, υ) = λ
∫
ω[f, σ + θ]υdx +

∫
ω[ϕ, σ + θ]υdx,

(4)

où les espaces Σ̃, Ṽ sont définit: Σ̃ = (H1(ω))4s, Ṽ = H1
0(ω).

4. Le problème non linéaire discret

On utilisera par la suite les espaces Σh et Vh décrits ci-après. Pour simplifier l’exposé, sup-
posons que ω est un polygone convexe. On se donne une famille régulière de triangulations
{Fh}h de ω et on définit:

WK
h = {υh ∈ C0(ω) | ∀K ∈ Fh, υh |h∈ PK(K)}, (5)

l’ espace associé aux polynómes de degré ≦ K, par élément fini de Lagrange de type (K).
On pose

Σh = (WK
h )4s, Vh = WK

h ∩H1
0(ω), K ≧ 2. (6)

Théorème 4.1 Donc l’analogue discret du problème non linéaire ˜(PN) s’écrive:

(PNh)



Trouver ((ϕh, yh) ∈ Σh × Vh, (σh, ζh)) ∈ Σh × Vh etλ ∈ R2) tels que
∀τh ∈ Σh, a(ϕh, τh) + b̃(τh, yh) = 0,

∀υh ∈ Vh,−b̃(ϕh, υh) = −
∫
ω[σh, σh + 2θ]υhdx

∀τh ∈ Σh, a(σh, τh) + b̃(τh, ζh) = 0,

∀υh ∈ Vh,−b̃(σh, υh) = λh
∫
ω[f, σh + θ]υhdx +

∫
ω[ϕh, σh + θ]υhdx.

(7)

5. Estimations d’erreur

Théorème 5.1 On suppose que ζ0 ∈ H3(ω) ∩ H2
0(ω). Alors il existe une constante C > 0

indépendante de h et de ε telle que, pour ε assez petit,

| σ − σh |0,ω + | ζ − ζh |1,ω≤ Ch + Ch2ε + sh, (8)

| λ− λh |≤ Ch2 + Chε + sh + Crh + Cεsh, (9)

où rh −→ 0 lorseque h −→ 0 et sh −→ 0 lorseque h −→ 0 .
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Abstract

Dans ce travail, on s’intéresse à un problème d’écoulement potentiel bidimensionnel d’un
fluide incompressible et non visqueux, passant au dessus des obstacles . Le problème est
caractérisé par la condition non linéaire donnée par l’équation de Bernoulli sur la surface libre
qui est de forme inconnue. Nous adoptons une méthode des transformations conformes qui
réduit le problème de discrétisation uniquement sur la surface libre.Nous utilisons d’abord la
technique de transformation Schwarz-Christoffel pour obtenir la solution exacte

Mots-clés: Écoulement à surface libre, tension de surface, nombre de Froude.

1. Introduction

Notre objectif dans ce papier, on étudie un problème d’écoulement potentiel, bidimension-
nel, d’un fluide incompressible et non visqueux, passant au dessus d’un obstacle de hauteur
2Het de largeur H, en raison de la symétrie de l’écoulement par rapport à l’axe y′oy, on peut
restreindre l’étude du problème au demi-plan. Le plan des variables (x, y) de l’écoulement
peut être identifié au plan de la variable complexe z = x+iy,en négligeant les tensions de sur-
face et les forces de gravité, on peut trouver la solution exacte en utilisant la transformation
conforme d’holographe dû à Kirchhoff (1869) ou la transformation Schwarz-Christoffel

2. Formulation du problème

On considère un écoulement potentiel, bidimensionnel et irrotational sur le plan horizontal
d’un fluide incompressible et non visqueux, au dessus d’un obstacle de La longueur est H
et de largeur H. Nous choisissons comme repère de référence la ligne OB sur l’axe x

′
ox,

la ligne AO sur l’axe y
′
oy , la surface libre sur la ligne de courant CD.(voir Figure 1(b)).

Figure 1: Schéma de l’écoulement et des coordonnées. La longueur de l’obstacle est 2H et
de largeur H figure 1(a), et La longueur de l’obstacle est H et de largeur H. La surface libre
est CD figure 1(b)

On suppose que l’écoulement est uniforme lorsque |y| → ∞ de vitesse U.On trans-
forme le plan de l’écoulement réel dans le plan complexe z au plan de l’écoulement f ou
f (z) = φ(z) + iψ(z) tels que les points A,O,B,CetD dans plan complexe z.(figure 2.)

Figure 2: Plan de la variable f (z) = φ(z) + iψ(z)

Le problème mathématique consiste à déterminer la fonction de potentiel φ qui vérifie les
conditions suivants: 

∆φ = 0 dans le domaine de l′coulement
∂φ

∂y
= 0 sur OB

∂φ

∂x
= 0 sur OA

1

2

(
∂φ

∂x

)2

+
1

2

(
∂φ

∂y

)2

+
p

ρ
= const surCD

3. Résolution de problème

Dans cette section nous allons utiliser la transformation de Schwarz-Christoffel pour trouver
la solution exacte du notre problème on trouve:

dz

df
=M(f + 2)

−1
2 (f + 1)

−1
2 (3.1)

ceci implique

z =M

∫
1√

(f + 1)(f + 2)
df +N (3.2)

Ce qui nous donne après intégraion :

z =M
(
ln

(
2f + 2

√
(f + 2)(f + 1) + 3

))
+N (3.3)

Pour déterminer les constantes M et N on a:

• Lorsque f = −1 (au point B), z = H alors : N = H.

• Lorsque f = 0 (au point C), z = H + iH⇒ M=
iH

ln(2
√
2 + 3)

Donc
z =

iH

ln(2
√
2 + 3)

(
ln

(
2f + 2

√
(f + 2)(f + 1) + 3

))
+H (3.4)

Puisque f = φ sur la ligne de courant libre CD avec 0 ≤ φ ≤ +∞ l’équation (2.3) devient
alors :

z =
iH

ln(2
√
2 + 3)

(
ln

(
2φ + 2

√
(φ + 2)(φ + 1) + 3

))
+H (3.5)

L’équation paramétrique de la surface libre CD est donnée par :y =
H

ln(2
√
2 + 3)

(
ln

(
2φ + 2

√
(φ + 2)(φ + 1) + 3

))
x = H

Figure 3: forme de la surface libre
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Résumé

L’objectif de ce travail est l’étude de l’approximation numérique des solutions non-triviales
des équations de Marguerre-von Kármán pour le flambage d’une coque peu-profonde en-
castré. On propose une méthode de Kikuchi. On généralise le résultat obtenu par Kesaven
[1] pour les équations de von Kármán.
Mots clés: Elasticité non linéaire, Théorie de coque peu-profonde, Méthode de Kikuchi,
Équations de Marguerre-von Kármán.

1. Introduction

Soit ω un ouvert borné de R2 dont la frontiére γ est suffisamment réguliére. On suppose
que la surface moyenne d‘une coque peu-profonde occupe la région ω et que cette coque
peu-profonde est encastrée le long du bord γ. Supposons en outre qu’une pression soit
appliquée au bord et que cette force dépende linéairement d’un paramétre λ.
Soit ζ le déplacement dans la direction verticale et soit λf la fonction d’Airy de contraintes
en l’absence de déformation. Soit ψ l’accroissement de la fonction d’Airy en cours de défor-
mation (donc ψ + λf est la fonction d’Airy dont les dérivées secondes nous permettent de
calculer les composantes du tenseur des contraintes de la coque peu-profonde déformée).
Alors les équations de Marguerre-von Kármán s’écrivent:

∆2ζ = [ϕ, ζ + θ] + λ[f, ζ + θ] dans ω,
∆2ϕ = −[ζ, ζ + 2θ] dans ω,
ζ = ∂νζ = ϕ = ∂νϕ = 0 sur γ,

(1)

où:

θ ∈ H2(ω) définit la surface moyenne de la couque,

[η, ζ ] =
∂2η

∂x21

∂2ζ

∂x22
+
∂2η

∂x22

∂2ζ

∂x21
− 2

∂2η

∂x1∂x2

∂2ζ

∂x1∂x2
Dans cet travail, on applique la méthode de Kikuchi [2] aux équations de Marguerre-von Kár-
mán, il généralise le travail de Kesaven [1] pour les plaques au cas coques peu-profondes.

2. Problème non linéaire continu

On définit un opérateur bilinéaire B : H2
0(ω) ∗H

2
0(ω) → H2

0(ω) par ∀ξ ∈ H02(ω),

((B(ζ, η), ξ)) =

∫
ω
[ζ, η]ξdx

. A partir de B(., .) on peut définir un opérateur non-linéaireA : H2
0(ω) → H2

0(ω) par

Aζ = B(ζ, B(ζ, ζ))

.
φ = χ−B(ζ, ζ)

où χ ∈ H2
0(ω) tel que: {

∆2χ = [θ, θ] dans ω.
χ = ∂νχ = 0 sur γ.

(2)

On définit un opérateur L par {
∆2Lη = −∆η dans ω.
Lη ∈ H2

0(ω).
(3)

soit λ0 une valeur propre simple du problème linéarise et soit ϕ0h un vecteur propre associé à
λ0, normalisé par ((Lϕ0, ϕ0)) = 1 On s’intéresse aux solution (ζ, λ) de l’équation non-linéaire

ζ − λLζ −B(ζ, B(θ, θ)) + Aζ = θ.

Ψ = −B(ζ, ζ) avec λ ≪ voisin ≫ de λ0 et ζ de norme ≪ petite ≫
.Le principe de la méthode (cf.Kikuchi) est de cherche les solutionsζ de la forme

ζ = εϕ0 + η

où ε > 0 un paramètre qui vers zéro, η un élément dans le sous-espace de H2
0(ω) orthogonal

à ϕ0, et de norme ≪ petite ≫ à préciser plus tard. Introduisons les opérateurs suivant:sε :

H2
0(ω) → H2

0défini par:Sεξ =
1

ε
((Aξ, ϕ0))Lξ−AξetQ : H2

0(ω) → ϕ0
⊥, le sous-espace orthogonal à

ϕ0 ,défini par la solution unique du probléme Qξ ∈ ϕ0
⊥,

(I − λ0L)Qξ = P0ξ

P0 étant la projection orthogonal de H2
0(Ω) sur ϕ⊥0 pour le produit scalaire ((.,.)).

Théorème 2.1 Soit ε > 0 et (ζ, λ) ∈ H2
0(Ω) ∗R, avec

ζ = εϕ0 + η, η ∈ ϕ0
⊥

Alors (ζ, λ) est solution de l’équation

ζ − λLζ −B(ζ, B(θ, θ) + Aζ

si et seulement si η = QSε(εϕ0 + η)

λ = λ0 +
1

ε
((A(εϕ0 + η), ϕ0))

.

3. Problème non lineare discret

Dans ce travail on propose une méthode d’éléments finis conforme pour approcher le prob-
lème continu. On fait des hypothèses d’approximation sur les schémas choisis et ensuite on
obtient les estimations d’erreur sur les problèmes linéarisés associés. Soit η = H2

0(ω). On
approche η par des sous-espaces de dimension finie ηh Où h est un paramètre qui tend
vers zéro. On fait l’hypothèse d’approximation suivante sur les espaces ηh. Hypothése
d’approximation On suppose qu’il existe un opérateur linéaire rh ∈ lH3(ω) ∩ H2

0(ω), ηh) tel
que:

∀η ∈ Hm+1(ω) ∩H2
0(ω), ∥η − rhη∥ ≤ Chm−1∥η∥m+1, ω2 ≤ m ≤ l

Où C > 0 est une constant indépendante de h. cette hypothése implique en particulier que

∀η ∈ H2
0(ω), limh→0η∈ηh(inf∥η − ηh∥) = 0

Ce travailler directement avec l’opérateur non linéaire A.Donc il est nécessaire que l’on ap-
proche cet opérateur convena-blement. pour une méthode conforeme, c’est aisé à réaliser:
on définit d’abord un opérateur bilinéaire approché Bh : H2

0(ω) ∗ H
2
0(ω) → ηh,. Etant donné

ζ, η ∈ H2
0(ω), on définit Bh(ζ, η) par

ξ ∈ ηh, ((Bh(ζ, η), ξh)) =

∫
ω
[ζ, η]ξh

Donc Bh(ζ, η) est la projection orthogonal de B(ζ, η) sur ηh. Maintenant pour ζ ∈ H2
0(Ω) on

définit Ahζ ∈ ηh par
Ahζ = Bh(ζ, Bh(ζ, ζ))

Dans ce numéro on décrit l’algorithme de résolution du probléme discret. On s’intéresse aux
solution non triviales (ζh, λh) ∈ ηh ∗R du probléme

ζh − λhρhLζh −Bh(ζ, Bh(θ, θ)) + Ahζh = 0. (4)

soit encore ∀ωh ∈ ηh

((ζh, ξh))− λh((Lζh, ξh))−Bh(ζ, Bh(θ, θ)), ξh) + (Ahζh, ξh) = 0 (5)

Théorème 3.1 Soit ε > 0 et (ζh, λh) ∈ ηh ∗R avec

ζh = εϕ0h + ηhηh ∈ ηh ∩ φ0h⊥

Alors (ζh,λh) est solution de l’équation (3.1) si et suelement si ηh = TH,ε, ηh et

λh = λ0h +
1

ε
((Ah(εϕ0h + ηh), φ0h (6)

4. Approximation de l’operateur non linéaire

lemme 4.1 Soit ζ, η ∈ H2
0(ω). Alors il existe une constante C > 0 indépendante deh telle que:

∥Bh(ζ, η)∥ ≤ C∥ζ∥∥η∥. (7)

∥Ahζ∥ ≤ C∥ζ∥3. (8)

lemme 4.2 Soit ζ ∈ H3(ω) ∩ H2
0(ω) et η ∈ H2

0(Ω). Alors il existe une constante C > 0
indépendante de h telle que:

∥B(ζ, η)−Bh(ζ, η)∥ ≤ Ch

1

2∥ζ∥3,ω∥η∥ (9)

lemme 4.3 Soit ζ ∈ H3(ω) ∩ H2
0(ω). Alors il existe une constante C > 0 indépendante de h

telle que:

∥Aζ − Ahζ∥ ≤ Ch

1

2∥ζ∥2∥ζ∥3,Ω. (10)

5. Estimation d’errer

Théorème 5.1 Il existe un ε0 > 0 et une contant C = C(ε0) > 0 tel que, pour tout h assez
petit et pour tout ε tel que 0 < ε ≤ ε0, on a

∥ζ − ζh∥ ≤ Chε + Ch1/2ε3. (11)

∥λ− λh∥ ≤ ch2 + chε2 + ch

1

2ε4. (12)
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Résumé

L’objectif de ce travail de mémoire est d’étudier le
comportement asymptotique au voisinage du bord dans
l’homogénéisation d’un problème aux limites elliptique,
avec condition de Dirichlet homogène, posé sur un do-
maine finement périodique dont la frontière est parallèle
aux axes de coordonnées, par exemple un hupercube.
Mots clés: Couche limite, homogénéisation, échelle multi-
ple, structure périodique, problème elliptique, élasticité.

1. Introduction

L’expréssion "couche limite" (Grenzschicht) a été utilisé
pour la première fois par L. Prandtl le 12 aout 1904 lors "the
Third Internationalen Mathematischen Kongress in Heidel-
berg, Germany". Prandtl a étudié l’écoulement d’un flu-
ide à travers un corps solide dans le cas d’un nombre de
Reynolds très important, il a montré que cet écoulement se
divise en deux régions, une région extérieure d’écoulement
non visqueux et une région très voisine du bord (couche
limite) dans la viscosité est importante. Prandtl a décrit
un système d’équations qui donne la première approxi-
mation de la vitesse du fluide dans la couche limite. A
l’interface entre la couche limite et la région extérieure les
deux écoulements se raccordent.

On considère dans notre travail un problème aux limites,
de type Dirichlet homogène, elliptique d’ordre 2 avec coef-
ficients oscillants périodiquement posé sur un domaineΩ.
L’application de la méthode d’homogénéisation asympto-
tique fournit un comportement macroscopique optimal de
la solution à l’intérieur du domaine ou bien si le domaine
est l’espace tout entier ou que les conditions aux bords
sont périodiques. On obtient dans ce cas une estimation
de l’énergie de l’erreur d’ordreε. Cependant, si le problème
est posé sur un domaine à frontière régulière, lipschitzienne
par exemple, alors la présence de la frontière a une influ-
ence sur la précision des approximations et l’estimation cor-
respondante de l’énergie de l’erreur est d’ordre ε1/2 seule-
ment dans ce cas.
Afin de donner une meilleure description des solutions au
voisinage du bord et ainsi améliorer les approximations, on
utilise les deux méthodes:
1- Méthode de Lions-Tartar, basée sur l’ajout de termes
correcteurs de frontière au développement asymptotique à
double échelles à partir de l’ordre 1. Ces correcteurs de
frontière qui se nomment aussi solutions de couche limite
sont solutions d’un problème aux limites elliptique sans sec-
ond membre, de type Dirichlet non homogène, défini dans
la cellule couche limite ]0, 1[n−1×]0,∞[ dont l’énergie décroit
exponentiellement par rapport à la deuxième variable.
2- Méthode de Sanchez-Palencia, basée sur les tech-
niques utilisées par Prandtl, développement intérieur,
développement extérieur et le raccordement.

2. Plan du mémoire

Ce travail est décomposé en trois chapitres::
Chapitre 1: Introduction à la couche limite.
Chapitre 2: Etude de la couche limite dans
l’homogénéisation d’un problème elliptique.
Chapitre 3: Application en élasticité linéaire.

3. Problématique

Soit G un domaine parallèle aux axes, on cosidère le prob-
lème suivant:

−divA(y)∇ψj = 0dansG,

ψj = χjsurΓ,

y′ −→ ψj(y′, yn)Y ′ − priodique.
(3.1)

Lemme 3.1 : Il existe une solution unique ψj de (3.1) dans
H1
Loc, en plus il existe un exposant γ > 0 et une constante

réel unique dj:

e−γyn(ψj(y)− dj) ∈ L2(G), e−γyn∇ψj(y) ∈ L2(G), j = 1, ..n.

On définit:

ψ̃
j
ε(x
′, xn) = ψ

j
ε(x
′, xn)V (x′, xn), (3.2)

Lemme 3.2 : soit ψ̃jε definit par (3. 2), Soit ωε la solution
unique dans H1(Ω) de:{

−divAε∇ωε = 0.......................................dansΩ,

ωε(x) = ψ̃
j
ε = V (x)(χj(

x

ε
)− dj).................sur∂Ω.

Alors

‖ωε − ψ̃jε‖H1
0(Ω) ≤ C

√
ε.

Corollaire 3.1 : Soit ωε défini comme le lemme(3. 2). Alors:

‖ωε‖H1(Ω) ≤
C√
ε
, (3.3)

‖ωε‖L2(Ω) ≤ C
√
ε. (3.4)

et, pour toute ensemble ouvert ω ⊂⊂ Ω il existe une con-
stante C > 0 tel que:

‖ωε‖H1(ω) ≤ C
√
ε. (3.5)

On peut écrire le terme de couche limite u
cl,ε
1 (x) défini par

(2.12) [4] sous la forme:

u
cl,ε
1 (x) = v

cl,ε
1 (x) + w

cl,ε
1 (x),

tels que vcl,ε1 (x) et wcl,ε1 sont vérifiés (3.6) et (3.7) (dans [4])
respectivement.
Théorème 3.1 : Soient uε et u les solutions uniques des
(2.2) et (2.9) (dans [4]) respectivement, supposon que u ∈
W 2,∞(Ω).
Alors pour chaque ensemble ouvert ω ⊂⊂ Ω avec injection
compact dans Ω, il existe une constante C, tel que:

‖uε(x)− u(x)− εu1

(
x,
x

ε

)
‖H1(ω) ≤ Cε

Preuve: ( voir [4] ).
Théorème 3.2 : Soient uε et u les solutions uniques de (2.2)
et(2.9) respectivement, supposons que u ∈ W 3,∞(Ω), soit
u1 definie par (2.5) et on suppose que ũ1 vérifie l’équation
(2.10), et:

‖uε(x)−u(x)−εu1

(
x,
x

ε

)
−εucl,ε1 (x)−ε2u2

(
x,
x

ε

)
‖H1(Ω) ≤ Cε

3
2

(3.6)
En plus, pour toute ensenble ouverte ω ⊂⊂ Ω avec injection
compact dans Ω, il existe une constante c indépendant de
ε:

‖uε(x)−u(x)−εu1

(
x,
x

ε

)
−εvcl,ε1 (x)−ε2vcl1,1

(
x,
x

ε

)
−ε2u2

(
x,
x

ε

)
‖H1(ω)

≤ Cε
3
2 (3.7)

et

‖uε(x)− u(x)− εu1

(
x,
x

ε

)
− εvcl1 (x)‖L2(ω) 6 Cε

3
2

Preuve: Soit ω ⊂⊂ Ω lorsque ucl,ε1 (x) = v
cl,ε
1 (x) + w

cl,ε
1 (x),

on remarque:

‖uε − u− εu1 − εv
cl,ε
1 − ε2vcl1,1 − ε

2u2‖H1(ω)

≤ ‖uε − u− εu1 − εu
cl,ε
1 − ε2u2‖H1(Ω) + ε‖wcl,ε1 ‖H1(ω)+

ε‖vcl,ε1 − vcl1 − v
cl
1,1‖H1(Ω).

D’aprés le lemme (3.4) ([4]), on a: ε‖wcl,ε1 ‖H1(ω) ≤ Cε
3
2, et

d’aprés (3. 8) ([4]):

ε‖vcl,ε1 − vcl1 − v
cl
1,1‖H1(Ω) ≤ Cε

3
2.

On définit:

rε(x) =
uε(x)− u(x)− εu1

(
x,
x

ε

)
− εucl,ε1 (x)− ε2u2

(
x,
x

ε

)
ε2

,

qui vérifié:
−divAε∇rε =

1

ε2
(f + divAε∇u) +

1

ε
divAε∇u1 + divAε∇u2......dansΩ,

rε(x) = −u2(x,
x

ε
).......................................................................sur∂Ω.

On décompose rε = r1
ε + r2

ε, tel que r1
ε est donné par:−divAε∇r1

ε =
1

ε2
(f + divAε∇u) +

1

ε
divAε∇u1 + divAε∇u2.....dansΩ,

rε(x) = 0.....................................................................................sur∂Ω.

et r2
ε vérifiée:−divAε∇r

2
ε = 0.............................dansΩ,

r2
ε(x) = −u2

(
x,
x

ε

)
........................sur∂Ω.

Lorsque
‖u2‖L∞(Ω) ≤ C

et

‖∇u2‖L∞(Ω) ≤
C

ε
,

d’aprés le lemme (2.6) ([4]) on trouve ‖r2
ε‖H1(Ω) ≤ C√

ε
.

D’autre part, on a:

‖r1
ε‖H1

0
(Ω) ≤ 1

λ
‖ 1

ε2
(f+divAε∇u)+

1

ε
divAε∇u1+divAε∇u2‖H−1(Ω).

On utilise les équations (2.4) ([4]), pour chaque φ ∈ H1
0(Ω),

on a:∣∣∣∣∫
Ω

[
1

ε2
(f + divAε∇u) +

1

ε
divAε∇u1 + divAε∇u2

]
φdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

[
−1

ε
(divyA∇yu3)(x,

x

ε
) + divxA∇xu2)(x,

x

ε
)

]
φdx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Ω
−
[

(divxA∇yu3)(x,
x

ε
) +

1

ε
(divyA∇yu3)(x,

x

ε
)

]
φdx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ω

[divxAε∇yu3(x,
x

ε
) + divxAε∇xu2(x,

x

ε
)]φdx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Ω
(A∇yu3)(x,

x

ε
)∇φdx

∣∣∣∣ + C‖φ‖H1
0(Ω) ≤ C‖φ‖H1

0(Ω).

Lorsque ‖φ‖H1
0(Ω) = 1, on trouve

‖r1
ε‖H1

0
(Ω) ≤ C‖ 1

ε2
(f+divAε∇u)+

1

ε
divAε∇u1+divAε∇u2‖H−1(Ω).

Finalement, on obtient ε2‖rε‖H1(Ω) ≤ Cε
3
2 , donc le résultat.
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1. Introduction

In this work we shall approximate the parabolic inequality
of type one{

findu(t) ∈ χ0 such that a-e t ∈ [0, T ]

(u′ + Au− f, v − u) ≥ 0 ∀ v ∈ K
(1.1)

.

2. Problem

in this paper we study this problem:{
find u(t) ∈ χ0 such that t ∈ [0, T ]

(u′ + Au− f, v − u) ≥ 0 ∀v ∈ K
(2.1)

•Knon- empty convex set ofV
• V = H1(Ω)H = L2(Ω) f ∈ L2(0, T, V ′)
• V ⊂ H ⊂ V ′(V ′ = dualofV )V dense in H
• a(u, v) = (Au, v),and a(., .)bilinear from which is continu-

ous and symmetric.
•W (0, T ) = {v|v ∈ L2(0, T, V ), v′ ∈ L2(0, T, V ′)}
•W0(0, T ) = {v|v ∈ W (0, T )v(0) = u0u0 given in H}
• χ0 = {v|v ∈ W0(0, T )v(t) ∈ K a-e t ∈ [0, T ]}

3. Approximation of problem

Approximation of V andH
F Hilbert space, ∂ ∈ L(V, F ) ph ∈ L(Vh, F ) ∥ph∥ ≤ C
dimVh ≤ +∞
we say that Vhconstitutes an exterior approximation ofV if:

1. vh ∈ Vh phvh ⇀ ξinF ⇒ ξ ∈ ∂v

2. ∀v ∈ V ∃vh ∈ Vh with phvh → ∂v in F and ∥vh∥ ≤ C

qh a linear operator from Vh → H
we define a second inner product and a second
norm onVh. (vh, wh)hand|vh|h which approximate the inner
product(, ) and the norm|| on Hby:{
(vh, wh)h = (qhvh, qhwh)

|vh|h= |qhvh|
and we assume that ∀ vh ∈ Vh
|vh|h≤ C∥vh∥h ∥vh∥h ≤ S(h)|vh|h
Approximation of a(, )
we say that the ah constitute an approximation of a(, )if{

phvh ⇀ ∂v inF phwh → ∂w inF

we have ah(vh, wh) −→ a(v, w)
(3.1)

and if {
if ph ⇀ ∂v inF then
lim inf ah(vh, vh) ≥ a(v, v)

(3.2)

Approximation of K
Kh ⊂ Vh
Kh constitute an approximation of K if:

1. vh ∈ Kh, phvh ⇀ ξin F =⇒ ξ ∈ ∂K

and if {
∀v ∈ K, ∃vh ∈ Kh suchthat

phvh −→ ∂v inF and∥vh∥ ≤ C
(3.3)

In view of the approximation assumptions we are led quite
naturally to consider the fallowing problem:

(
ui+1
h −uih
k + Ahu

i+θ
h − f i+1h , vh − ui+1h )h ⩾ 0∀vh ∈ Kh

ui+1h ∈ Khu
0
h = u0,h

withui+θh = uih + θ(ui+1h − uih)θ ∈ [0, 1]
(3.4)

4. Theorem

Theorem 4.1 if uh,kthe solution of the problem (3, 1) then

uh,k → u in L2(0, T, V ) (4.1)

u the solution of (1, 1)
the proof takes place in four stages:
1. Definition of the weak discrete inequality:

for definition of the weak discrete inequality we use this
lemma

Lemma 4.2 Let vh,k =
∑N
i=0 v

i
hχ

i
k uh,k =

∑N
i=0 u

i
hχ

i
k

then
(
vi+1
h −vih
k , vi+1h − ui+1h ) = (

vi+1
h −vih
k , vi+1h − ui+1h ) +

1
2K |vi+1h − ui+1h |2h −

1
2K |vih − uih|

2

+ 1
2K |vi+1h − vih − (ui+1h − uih)|

2
h (4)

and if we have∫ T

k
(∂uh,k + Ahu

θ
h,k − fh,k, vh,k − uh,k)hdt ≥ 0 (4.2)

then we also have∫ T

k
(∂vh,k+Ahu

θ
h,k−fh,k, vh,k−uh,k)hdt ≥

1

2
|vh,k(T )−uh,k(T )|2h−

1

2
|vh,k(0)−uh,k(0)|2h

(4.3)

By summing (4)from i = 0 to N − 1 we obtain∫ T

k
(∂uh,k, vh,k−uh,k)hdt ≤

∫ T

k
(∂vh,k, vh,k−uh,k)dt−

1

2

N∑
i=0

|vih−u
i
h|
2+

1

2

N−1∑
i=0

|vih−u
i
h|
2

(4.4)
and hence we deduce (4,4)by substituting this upper
bound in (4,3),and if vh,k(0) = uu,k(0) we deduce
from(4,3) that∫ T

k
(∂vh,k + Ahu

θ
h,k − fh,k, vh,k − uh,k)hdt ≥ 0 (4.5)

2. Investigation of the stability we shall shaw that the so-
lution uh,k =

∑N
i=0 u

i
hχ

i
k as the unique solution of (3,4)

remains,with hand kpossibly subject to stability condition
Poof
v = 0 in (3,2) and using relation

(a− b, a) =
1

2
|a|2 − 1

2
|b|2 + 1

2
|a− b|2 (4.6)

we obtain
1

2K
[|ui+1h |2h−|uih|

2
h+|u

i+1
h −uih|

2
h]+ah(u

i+θ
h , ui++1h ) ⩽ (f i+1h , ui+1h )

(4.7)
and we use the relation

2(a, b) ≤ 1

ϵ
|a|2 + 1

1
|a− b|2 (4.8)

for (f i+1, ui+1), (f i+1, ui), (f i+1, ui+1− ui) and a(ui, ui+1−
ui) and substituting the results in (4, 9) we obtain

|ui+1|2−|ui|2+[1−(ϵ+
2

α
C2)kS(h)2(1−θ)]×|ui+1−ui|2+(1−θ)ka(ui, ui)+θka(ui+1, ui+1) ≤ Ck∥f i+1∥2

(4.9)
we then introduce the fallowing assumption termed the
stability assumption

1− 2C2

α
kS(h)(1− θ) ≥ β > 0 (4.10)

|ui+1h |2h−|uih|
2
h+β|u

i+1
h −uih|

2
h+αK[(1−θ)∥uih∥

2
h+θ∥u

i+1
h ∥2h ≤ Ck∥f i+1h ∥2h

(4.11)
by summing from i = 0 to n < N − 1

|un+1h |2h + β

n∑
i=0

|ui+1h − uih|
2
h + α

n∑
i=0

k[(1− θ)∥ui+1h ∥2h] ⩽ C

(4.12)
We hence deduct that,∀h, k satisfying(4, 10)

phuh,k remainsinaboundedsetof L2(0, T, F ) (4.13)

qhuh,k remainsinaboundedsetof L∞(0, T,H) (4.14)

N−1∑
i=0

|ui+1h − uih|
2
h ⩽ C (4.15)

3. Weak convergence∫ T

k
(uh,k + Ahu

θ
h,k − fh,k, vh,k − uh,k)dt ≥ 0 (4.16)

and in view of lemma(4,2)and takingvh,k(0) = u0,h
we obtain:∫ T

k
(vh,k + Ahu

θ
h,k − fh,k, vh,k − uh,k)dt ≥ 0 (4.17)

from (4,13),(4,14),and lemma (3, 1) we can extract from
uh,ka subsequence again denoted byuh,k such that:


qhuh,k ⇀ uinL∞(0, T,H)

phuh,k ⇀ ∂uinL2(0, T, F )

u ∈ K

(4.18)

proceeding the limit in (4,17) we obtain:

∫ T

0
(v′+Au−f, v−u) ≥ liminf

∫ T

k
(Ahu

θ
h,k, uh,k−u

θ
h,k)dt

(4.19)
yh,k = |

∫ T
k (Ahu

θ
h,k, uh,k−u

θ
h,k)dt| = |

∑N
i=0K(Ahu

i+θ
h , ui+1h −

ui+θh )h|
=
∑N
i=0 k(1− θ)|Ahui+θh , ui+1h − uih)h|

≤ (1− θ)
√
KS

∑N
i=0

√
K∥ui+θh ∥h|ui+1h − uih|h

≤ (1− θ)S(h)
√
k(
∑N
i=0 k∥u

i+θ
h ∥2h)

1
2(
∑N
i=0 |u

i+1
h − uih|

2
h)

1
2

by using(4,13),(4,15) and the convergence assump-
tion(redundant when θ = 0) (1− θ)kS(h)2 → 0 ifh, k → 0
we obtain yh,k → 0 ifh, k → 0
and hence:∫ T
0 (v′ + Au− f, v − u)dt ≥ 0 ∀v ∈ χ0 u ∈ χf

and uis indeed a weak solution

4. Strong convergence
in fact it my be shown that
phuh,k → ∂u inL2(0, T, F )
for this we consider a sequence u∗h,k which
approximatesuand we shall evaluate
χh,k =

∫ T
k (Ahuh,k − Ahu

∗
h,k, uh,k − u∗h,k)dt

and shaw that
χh,k → 0
from lemma(4,2) and putting vh,k = u∗h,kin(4,5) we obtain

∫ T

k
(Ahu

θ
h,k, uh,k)dt ≤

∫ T

k
(∂u∗h,k, u

∗
h,k−uh,k)dt+

∫ T

k
(Ahu

θ
h,k, u

∗
h,k)dt−

∫ T

k
(fh, u

∗
h,k−uh,k)dt

(4.20)

χh,k =

∫ T

k
(Ahuh,k, uh,k)dt−

∫ T

k
(Ahuh,k, u

∗
h,k)dt+

∫ T

k
(Ahu

∗
h,k, u

∗
h,k−uh,k)dt

(4.21)
and hence∫ T

k
(Ahuh,k, uh,k)dt =

∫ T

k
(Ahu

θ
h,k, uh,k)dt−(1−θ)

∫ T

k
(Ahuh,k(t)−Ahuh,k(t−k), uh,k)dt

(4.22)

so that (4,20),(4,22) in (4,21) we obtain: χh,k <∫ T
k (∂u∗h,k + Ahu

∗
h,k − fh,k, u

∗
h,k − uh,k)dt + (θ −

1)
∫ T
k (Ahuh,k(t)− Ahuh,k(t− k), u∗h,k(t)− uh,k(t))dt

we shall now shaw that
Zh,k = (1− θ)|

∑N−1
i=0 k(Ah(u

i+1
h − uih), (u

i+1
h )∗ − ui+1h )|

Zh,k → 0 consequently χh,k → 0 if∫ T
k (∂u∗h,k + Ahu

∗
h,k − fh,k, u

∗
h,k − uh,k)dt→ 0

we cane deduce from the uniform coercivity ofAh in h that
ph(uh,k − u∗h,k) → 0

and thus
phuu,k → ∂uinL2(0, T, F )
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Résumé

Le but de ce travail et de présenter les métodes analytiques des solutions (Lapla-
cien,Méthodes des séries,Méthode de décomposition ... ), approchées et numériques pour
des équations intégro-différentielle ainsi que l’existence et l’unicité de solution. On a mon-
tré qu’on ne peut pas appliqué quelques types des équations intégrales (par exemple non
linéaires) par les méthodes analytiques. Pour cela on utilse les méthodes numériques :
Trapése, Boubnov- Galerkin, Newton-Cotes ...
Les équations intégro-différentielles modelé de nombreuses situations de la science et de
l’ingénierie (circuit électrique, modéle Wilson-Cowan.)
Mots-clés:
équations integro-différentielles, méthodes de solution des séries, méthode de décomposi-
tion, méthode de transformation de Laplace, méthode de résolution approchée.

1. équations intégro-différentielles

soit l’équation intégro-différentielle linéaire

φ(n)(x) + a1φ
(n−1)(x)...anφ(x) + Σsm=0

∫ x
0 km(x− t)φ(m)(t)dt = f (x) (1.1)

où a1, a2..., an sont des constantes,f (x), km(x)(m = 0, 1........, s des fonctions données, φ(x) la
fonction cherchée.
La fonction φ(x) est assujettie à des condition initiales de la forme

φ(0) = φ0, φ
′
(0) = φ

′

0, ...φ
(n−1)(0) = φ

(n−1)
0 (1.2)

2. équations intégro-différentielles de volterra

On suppose que le noyau est séparable sous la forme

k(x, t) = Σnk=1gk(x)hk(t) (2.1)

2.1 Méthodes des séries pour les solution
Soit l’équations intégro-différentielles de volterra est sous la forme

u(n)(x) = f (x) + g(x)

∫ x

0
h(t)u(t)dt, un = bk, 0 ≤ k ≤ (n− 1) (2.2)

On utilise la méthode de Frobennius des séries pour les équations différentielles ordinaires;
et on suppose que la solution u(x) de l’équation (2.2)écrit sur la forme

u(x) = Σ∞
k=0akx

k (2.3)

tel que ak sont des constantes déterminées par les conditions initiales on remplace (2.3) dans
(2.2) on obtient

(Σ∞
k=0akx

k)(n) = f (x) + g(x)

∫ x

0
(Σ∞
k=0akt

k)dt (2.4)

On utilise les série de Taylor on obtient la solution u(x)

2.2 Méthode de décomposition
on suppose la solution écrit sous la forme

u(x) = Σ∞
n=0un(x) (2.5)

à l’aide des opérateurs intégrales on trouve un(x) puis u(x)

2.3 La méthode de transformation de Laplacien
Supposons que l’équation (1.1) tel que,φ(x) admet alors la transformée de Laplace:φ(x) ≓
Φ(x) .Supposons quef (x) ≓ F (p), km(x) ≓ K̃m(p)(m = 0, 1..., s) . Effectuons sur les deux
membres de (1.1) une trasformation de laplace on utilisons le théorème sur l’mage de la
dérivée et le théorème du produit , il vient

Φ(p)[pn + a1p
n−1 + ... + an + Σsm=0K̃m(p)p

m] = A(p),

(2.6)

Avec A(p) une fonction connue de p.A partir de nous obtenons Φ(p) solution opérationnlle du
problème (1.1)-(1.2).La fonction φ(x) ≓ Φ(p) est solution de l’équation intégro-différentielle
(1) vérifiant les conditions initiales(1.2).

3. équations intégro-différentielles de Fredholm

De la même façon nous appliquons ces lois sur l’équations intégro-différentielles de Fred-
holm
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Abstract

Le mouvement d’un fluide incompressible visqueux, de viscosité v, remplissant un ouvert
Ω ⊂ Rn de frontiere Γ réguliere, est modélisé par les équations de Navier-Stokes :

∂u
∂t − v∆u +

∑n
i=1 ui∂iu = f −∇p , v > 0

∇u = 0

u = 0 sur
∑

= Γ× ]0;T [

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

Ou u est le vecteur vitesse défini dans Q = Ω× ]0;T [ et p est un scalaire pression p(t, x) ∈ R,
les variables sont t ∈ R et x ∈ Ω .
Le probleme est de trouver u et p.

Mots-clés: Equation de Navier-Stokes, Problem nonlinéaire, Probleme de Stokes non sta-
tionnaire.

1. Introduction

On veut étudier le probleme de Stokes non stationnaire :
∂u
∂t − v∆u +

∑n
i=1 ui∂iu = f −∇p , v > 0

∇u = 0

u = 0 sur
∑

= Γ× ]0;T [

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(1.1)

Ou Ω ⊂ Rn de frontiere Γ réguliere, u est le vecteur vitesse défini dans Q = Ω× ]0;T [ et p est
un scalaire pression p(t, x) ∈ R et f la force extérieure.
On utilise la méthode de compacité pour montrer l’existence et l’unicité de la solution u.

2. Preliminaries

Theorem 2.1 ( L’existence)
Il existe u solution du probleme précédent pout tout T > 0 fini.

Theorem 2.2 ( L’unicité)
Si la dimension n égale a deux, le probleme précédent admet une solution unique .

La démonstration est basée sur la méthode de compacité dans l’espace
V = {v /v ∈ (H1

0(Ω))n,∇v = 0}.

3. Statement of the results

Theorem 3.1 Si la dimension n = 2, la solution u du probleme précédent est apres modifica-
tion éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, continue de [0;T ]→ H , u(t) →u0 dans H
l’orsque t→0.

On montre de plus que, en dimension n ≤ 4 on peut obtenir, pour des donnés tres partic-
ulieres, un théoreme d’existence global ( en t) de solution forte.
Theorem 3.2 On suppose que n ≤ 2, f = 0 et que u0 ∈ V ∩ (H2(Ω))n = W avec ‖u0‖W assez
petit, alors il existe une solution u unique du probleme précédent vérifiant
u′∈ L2(0, T ;V ) ∩L∞(0, T ;H).
avec H =adhérence de G dans L2(Ω)n et G = {ϕ /ϕ ∈ D(Ω)n,∇ϕ = 0}.
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Résumé

Dans, ce travail on se propose d’étudier les solution péri-
odique des problèmes paraboliques de réaction diffusion.
pour ceci on va utiliser la méthode de décomposition des
opérateurs qui décompose le problème initiale en plusieurs
problèmes approchés couplé qui seront étudier simultané-
ment .
ceci se fera on faisant une semi discrétisation en temps en
fin on passera à la limite .
Mots clés: Méthode de compacité, réaction diffusion, prob-
lèmes paraboliques, solutions périodiques, méthode de dé-
composition.

1. Introduction

Dans le cas des systèmes à coefficients périodiques .
L’équation considérée s’écrit donc :

X ′ = A(t)X (1.1)

où A est une matrice n × n de fonctions continues sur R à
valeurs dans C telle que :

A(t + ω) = A(t) ∀t ∈ R (1.2)

On appelle période de A le nombre ω ∈ R .

Théorème 1:
Soit Φ la matrice fondamentale de solutions de (1.1) .Alors
Ψ est ω - périodique et vérifie :

Ψ(t) = Φ(t + ω) ∀t ∈ R (1.3)

Alors Φ(t + ω) est aussi une matrice fondamentale de so-
lutions pour le système (1.1), de plus, pour toute matrice
constante R, on a:

Φ(t) = P (t)etR ∀t ∈ R (1.4)

Définition 1:
Les valeurs propres de la matrice eωR sont appelées multi-
plicateurs associés à l’équation (1.1) ou encore à la matrice
A ,et les valeurs propres deR sont appelées exposants car-
actéristiques de A .

1.1 Résultats complémentaires sur les solu-
tions périodiques pour les équations différen-
tielles linéaires d’ordre 2:

Nous allons encore présenter deux résultats sur les solu-
tions périodiques. pour cela nous intéressons à une équa-
tion de la forme suivante :

x′′ + a(t)x′ + b(t)x = c(t) (1.5)

avec a, b et c trois fonctions réelles continues et ω− péri-
odiques.
Théorème 2:
Considérons une équation du type ci-dessus .
L’équation homogène associée s’écrit donc :

x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0 (1.6)

Alors (1.5) admet une solution ω-périodique pour toute
fonction c(t) si et seulement si (1.6) n’en a pas .
Lemme 1:

L’équation différentielle (1.5) admet une solution ω-
périodique. si et seulement s’il existe une solution x vérifi-
ant la condition de périodicité :

x(ω) = x(0) x′(ω) = x′(0) (1.7)

1.2 Méthode de décomposition:

Pour montrer l’existence d’une solution de notre problème,
on va utiliser la méthode de décomposition des opérateurs
qui décompose le problème initial en deux sous problèmes
adjacents, après une semi discrétisation en temps de deux
sous problèmes, on récupéré une suites de solution péri-
odiques approches du problème initial, après on met en év-
idence des estimations à priori, enfin on passera à la limite.

1.2.1 Exposition de la Méthode de décomposition:

De façon générale et formelle , considérons le système
(u désignant éventuellement un vecteur):{

∂u
∂t +

∂u
∂x −

∂2u
∂x2

= f

u |Γ= 0 u(x, 0) = u0(x)
(1.8)

un approximation de u à l’instant nk et un+1 approximation
de u à l’instant (n + 1)k.

Première étape: On considère l’équation :{
∂v
∂t +

∂v
∂x = f1

v |Γ= 0 v(x, 0) = v0(x)
(1.9)

par la discrétisation en temps de (1.9) on trouve :{
un+

1
2−un
k = ∂un+

1
2

∂x

un+
1
2 |Γ= 0

(1.10)

1.2.2 Estimations à priori:

Dans ce paragraphe on fait des estimations à priori sur la
suite de solutions approches qu’on a obtenu ci dessus
on montrera que la suite de solutions approches obtenue
après la semi discrétisation en temps des deux sous prob-
lèmes demeure dans un borné de H1.

Passage à la limite: Dans ce paragraphe on étudie la
convergence de la suite et on passe à la limite ce qui donne
l’existence d’au moins une solution du problème .

1.3 Unicité:
Pour établir l’unicité on part de deux solutions et en util-

isant le lemme de Gronwall, on montre qu’elles sont égales
.

Deuxièmes étape : On considère la deuxième partie de
l’équation (1.8) {

∂ω
∂t −

∂2ω
∂x2

= f2
ω |Γ= 0 ω(x, 0) = ω0(x)

(1.11)

par la discrétisation en temps de(1.11) on trouve: un+1−un+
1
2

k = ∂2un+1

∂x2

un+
1
2 |Γ= 0

(1.12)

avec k = ∆t .

2. Position de problème

{
∂u
∂t − a(x)∂

2u
∂x2

+ b(x)∂u∂x = f (x, t)

u |Γ= 0 u(x, 0) = u0(x)
(2.1)

ou a,b,f,périodique en x
on utilise la méthode de décomposition alors par la discréti-
sation en temps le problème rendre sous la forme : un+

1
2−un
k = a(x)∂

2un+
1
2

∂x2
+ f1 avec

un+
1
2(Γ) = 0

(2.2)

{
un+1−un+

1
2

k = b(x)∂u
n+1

∂x + f2 avec

un+1(Γ) = 0
(2.3)

 un+
1
2 − un = ka(x)∂

2un+
1
2

∂x2
+ f1

un+1 − un+
1
2 = kb(x)∂u

n+1

∂x + f2
(2.4)

on applique les résultat des EDO du 1er et 2ème ordre aux
problèmes (2.2) et(2.3) à coefficients périodique.
On pose : un = f1, u

n+1
2 = y ce qui donne:

{
y′′ − 1

ka(x)
y = − k

a(x)
f1 avec

y |Γ = 0
(2.5)

Et en posant un+1 = z, f2 = un+
1
2{

z′ − 1
kb(x)

z = 1
kb(x)

f2 avec
un+1(Γ) = 0

(2.6)

On appliquera maintenant les résultats déjà obtenu pour les
EDO du second ordre à coefficients périodiques

3. Application Numérique

Enfin, on valide notre travail par une application numérique
simple!.
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Résumé

Établir des majorations de la distance de fonctions de régularité donne à un espace de
polynômes pour les normes d’espace de Sobolev cette distance est calcule de le première
problème au moyen de le projection orthogonale πN dans l’espace L2(Λ) et dans le deux-
ième problème au moyen de le projection orthogonale π

k,0
n dans l’espace Hk

0 (Λ) et dans le
troisième problème au moyen de le projection orthogonale πN dans l’espace H1(Λ)
Mots clés: polynômes orthogonaux, espaces discrets, polynômes de Legendre.

1. Introduction

Ce chapitre a pour but de majorer la distanse de fonctions de régularité donnèe à un espace
de polynômes,pour les normes de sobolev dèfinies dans le chapitre I.comme les espaces
de sobolev que l’on considère ici sont des espaces de Hilbert,cette distance est calculèe au
mayen d’opèrateurs de projection orthogonale sur l’espace de polynômes et a ètè intialement
estimèedans[1] et [2] .L’ètude s’effectue d’abord sur l’intervalle Λ =]−1, 1[, puis sur domaines
du type (] − 1, 1[)d est un entier quelconque≥ 2. on conclut en presèntant un resultat de
relevement de trace polynômiale. le paramètre de discrétisation est un entier positif notè N .
Lesymbole c dèsigne une constante positive indépendant de N .
Dans ce qui suit, on noteΩ l’ouvert ]− 1, 1[d, où d est un entier quelconque ≥ 2. Le but de ce
paragraphe est d’établir des majorations, analogues à celles de la Section 1, de la distance
dans un espaceHk(Ω) d’une fonction de régularité connue à un certain espace de
polynômes. Pour simplifier les notations on présente les démonstrations uniquement dans
le cas d = 2. On désigne par x = (x, y) le point générique de Ω dans ce cas.
Les démonstrations reposent essentiellement sur les résultats de la Section 1, utilisés sur
chaque variable avec un argument de "tensorisation". Ceci signifie que l’on va faire appel à
la propriété suivante, en dimension d = 2 par exemple,

L2(Ω) = {υ : Ω → R;
∫
Ω
υ2(x)dx < +∞}

= {υ : Λ ∗ Λ → R;
∫ 1

−1
(

∫ 1

−1
υ2(x, y)dy)dx < +∞}

= {υ : Λ → L2(Λ);

∫ 1

−1
∥υ(x, .)∥2L2(Λ)dx < +∞}

= L2(Λ;L2(Λ)).

De même façon, on voit facilement que

H1(Ω) = L2(Λ;H1(Λ)) ∩H1(Λ;L2(Λ))

2. Erreur d’approximation polynômiale

L’objectif de ce travail est d’établir des majorations,la distance dans un espace L2(Ω)
Théorème 2.1 pour tout entier m ≥ 0, il existe une constantec positive ne dèpendent que de
m telle que, pour toute fonctionφ de Hm(Λ), on ait

∥φ− πnφ∥L2(Λ) ≤ cN−m∥φ∥Hm(Λ) (1)

Démonstration du théorème (2.1):

Étant donnée une fonction φde Hm(φ)pour laquelle on écrit la décomposition (1.2),il faut
estimer

φn =
1

∥Ln∥2L2(Λ)

∫ 1

−1
φ(ζ)Ln(ζ)dζ

On va distinguer deux cas , suivant que m est pair ou impair.

1)Lorsque m est pair m = 2k et φn =
1

∥Ln∥2L2(Λ)

∫ 1
−1φ(ζ)Ln(ζ)dζ,d’après l’équation différen-

tielle

φn =
1

∥Ln∥2L2(Λ)

1

n(n + 1)

∫ 1

−1
φ(ζ)ALn(ζ)dζ

comme l’opérateur Aest auto-adjoint dans L2(Λ) , on obtient

φn =
1

∥Ln∥2L2(Λ)

1

n(n + 1)

∫ 1

−1
(Aφ)(ζ)Ln(ζ)dζ

En itérant k fois ce résultat , on en déduit

φn =
1

∥Ln∥2L2(Λ)

1

(n(n + 1))k

∫ 1

−1
(Akφ)(ζ)Ln(ζ)dζ

On constate donc que

∥φ− πNφ∥2L2(Λ) =

+∞∑
n=N+1

1

(n(n + 1))2k
(

∫ 1
−1(A

kφ)(ζ)Ln(ζ)dζ

∥Ln∥2L2(Λ)

)2∥Ln∥2L2(Λ)

On minore alors les n(n + 1) par N2 ,ce qui donne

∥φ− πNφ∥2L2(Λ) ≤ N−4k
+∞∑

n=N+1

(

∫ 1
−1(A

kφ)(ζ)Ln(ζ)dζ

∥Ln∥2L2(Λ)

)2∥Ln∥2L2(Λ)

Comme les

∫ 1
−1(A

kφ)(ζ)Ln(ζ)dζ

∥Ln∥2L2(Λ)

sont les coefficients de Akφ dans la base des polynômes de

Legendre , on a

∥φ− πNφ∥2L2(Λ) ≤ N−4k
+∞∑

n=N+1

(

∫ 1
−1(A

kφ)(ζ)Ln(ζ)dζ

∥Ln∥2L2(Λ)

)2∥Ln∥2L2(Λ) = N−4k∥Akφ∥2L2(Λ)

on obtient
Ak : H2k(Λ) 7−→ H0(Λ) = L2(Λ)

alors
∥φ− πNφ∥2L2(Λ) ≤ N−4k∥Akφ∥2L2(Λ) ≤ cN−4k∥φ∥2H2k

=⇒ ∥φ− πNφ∥2L2(Λ) ≤ cN−2m∥φ∥2Hm

2) Lorsque m est impair :m = 2k + 1 on obtient comme précédent

φn =
1

∥Ln∥2L2(Λ)

1

(n(n + 1))k

∫ 1

−1
(Akφ)(ζ)Ln(ζ)dζ

On utilise l’équation différentielle et On intègre par partie :

φn =
1

∥Ln∥2L2(Λ)

1

(n(n + 1))2k+1

∫ 1

−1
(Akφ)

′
(ζ)L

′
n(1− ζ2)dζ

On voit alors que

∥φ− πNφ∥2L2(Λ) =

+∞∑
n=N+1

1

(n(n + 1))2(k+1)

(
∫ 1
−1(A

kφ)
′
(ζ)L

′
n(1− ζ2)dζ)2

∥Ln∥2L2(Λ)

On note que, comme (L
′
n)n, n ≥ 1,sont deux à deux orthogonaux pour la mesure (1 − ζ2)dζ

pour toute fonction ψ deH1(Λ) admet le développement

ψ =

+∞∑
n=0

ψnLn, avec ψn =

∫ 1
−1ψ

′
(ζ)L

′
n(ζ)(1− ζ2)dζ∫ 1

−1L
′2
n(ζ)(1− ζ2)dζ

pour n ≥ 1;

∥ψ∥2H1(Λ) =

∫ 1

−1
ψ

′2(ζ)(1−ζ2)dζ =
+∞∑
n=0

(ψn)2∥Ln∥2H1(Λ) =

+∞∑
n=0

(
∫ 1
−1ψ

′
(ζ)L

′
n(ζ)(1− ζ2)dζ)2

(
∫ 1
−1L

′2
n(ζ)(1− ζ2)dζ)2

∫ 1

−1
L

′2
n(ζ)(1−ζ2)dζ

=

+∞∑
n=0

1

n(n + 1)

(
∫ 1
−1ψ

′
(ζ)L

′
n(ζ)(1− ζ2)dζ)2

∥Ln∥2L2(Λ)

En appliquant cette formule pour la fonction ψ = Akφ et en minorant (n(n + 1))2k+1 par
N2(2k+1), on voit que

∥φ− πNφ∥2L2(Λ) ≤ cN−2(2k+1)
∫ 1

−1
(Akφ)

′2(ζ)(1− ζ2)dζ.

Et on conclut

∥φ− πNφ∥2L2(Λ) ≤ cN−2m∥(Akφ)
′
∥2L2(Λ) ≤ cN−2m∥Akφ∥2H1(Λ),

d’où,
∥φ− πNφ∥2L2(Λ) ≤ cN−2m∥φ∥2Hm(Λ)

L’objectif de ce travail est d’établir des majorations,la distance dans un espace Hk
0 (Ω)

Théorème 2.2 pour tout entier positif k et pour tout entier m ≥ k, il existe une constante c
positive ne dépendante que de k et de m telle que, pour tout fonction φ de Hm(Λ) ∩ Hk

0 (Λ),
on ait

∥φ− π
k,0
N φ∥H l(Λ) ≤ cN l−m∥φ∥Hm(Λ); 0 ≤ l ≤ k. (2)

L’objectif de ce travail est d’établir des majorations,la distance dans un espace Hk(Ω)

Théorème 2.3 pour tout entier positif k et pour tout entier m ≥ 1, il existe une constante c
positive ne dépendante que de k et de m telle que, pour tout fonction φ de Hm(Λ) on dit

∥φ− π1Nφ∥H1(Λ) +N∥φ− π1Nφ∥L2(Λ) ≤ cN1−m∥φ∥Hm(Λ) (3)
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