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‘ Résume |

Dans cette présentation on s’intéresse a la technique de moyennisation d’Oswald ([2]) pour
construire des fonctions globalement de classe C' et polynomiale par morceaux a partir des
fonctions qui seulement continues et a l'utilisation de 'opéerateur d’interpolation qui resulte
dans le context de la méthode des éléments finis. On considére le cas d’'un domaine ) ¢ R?
borné régulier de classe C'':!.

Mots Cles : interpolation, espace de Sobolev, éléments finis.

1. Introduction |

| est bien connu que pour définir I'intérpolé d’'Hermite d’'une fonction, celle ci doit étre au
moins de classe C! (voir [2]). Dans le cas d’une dimension, le théoréme d’injection de So-
bolev (voir [1]), qui affirme que les éléments de I'espace H'! admettent des représentants
continus,donc dans le cas unidimentionnel on peut définir I'intérpolé d’'Hermite d’'une fonc-
tions de I'espace H?, car cette fonction admet un représentant de classe C'. Mais dans le
cas bidimensionnel, il existe des éléments de H! qui ne sont pas continus. Lexemple suivant
montre qu’il existe des éléments de H? qui ne sont pas de classe C.

Soit la fonction

1 2, .2
Osiz =0
Alors v € H%(B(0,3)) mais v ¢ C1(B(0,1))
1. On montre que ww € H?(B(0,3))
(@) comme [pv?dr < oo alors v e L?(B(0,1))

ov ov
b) — et — € L?
( )8331 81‘2
. 0% 5 . 0v 9 e
(c) Il est facile de montrer que :—— € L= la méme chose pour e L= (utilisant les
Jr1 0x10x9

cordonnées polaires), alors :w € H(B(0,1))

Donc : v € H%(B(0,3))
2. 0On remarque :
v(x) — v(0) 1

lim = lim In|In—| — ¢
r—0 |x —0 z—0 ||

Alors v ¢ C*(B(0,3))
Donc on ne peut pas définir I'intérpolé d’Hermite, qui est défini par :

K
H}Lv = Z N;(v) ;.
1=1

avec . NZ(U) = U(ZZ) et V; C N = {Nl, No, ..., Nl()}-
Soit ©2 un domaine polygonale de R? et f € L?(Q).

‘ 2. Probleme modele d’order quatre |

On considere le probleme biharmonique sur un domaine polygonal avec des conditions aux
limites de Dirichlet et de Neumann homogenes

(AQu:f,xEQ

2.1
| u:@zo,xeaﬂ 2.1)
\ on

Ce probleme peut étre résolut numériguement en utilisant des méthodes conformes de
classe C'!. La méthode d’éléments finis basée sur ces éléments (par exemple 'élément Her-
mite ou I'élément Bogner - Fox - Schmit est compliquee, et encore plus dans la dimension
trois.

2.1 Le probleme variationnel

Le probleme variationnel correspondant a (2.1) est le suivant :

Trouver u € (H? N H})(2) tel que
a(u,v) = L(v).

Avec :

2
a(u,v) = Z / VZu: Vodz, ouViu: V= Z 622ju 5’%@.
TeT, L ii—1

L(v) = d
()= [ foda
2.2 Le probleme discret

Soit 75 une triangulation réguliere de 2. On définit 'espace des éléments finis :

v, = {v, € Q) : Up T € PR(T), (k> 2), VT €T, v, =00nd0} C H Q)

Alors on définit le saut et la moyenne sur une aréte intérieure e par :

[v] =v_n~ +vin" et {v}= VU ;_ Vfu+.

Pour les problemes d’ordre quatre on définit :
vl _ (Voy +Vou_)-n et 6—2@ —n - (V)n
on| T N on? |

On définit le probleme discret suivant :

Trouver u; € V3, tel que
{ e (2.2)

ap(up,v) = [ fode Vv eV,

avec

ds

g e ([}

TeT, ec&, " ©
0% ow o ow| || Ov
o [ [l S [[w R -
ecé), ect),

2.3 Estimation d’erreur concrete

Si la solution « du probléme (2.1) a la régularité H*(Q2) 'orthogonalité de Galerkin et le théo-
reme d’interpolation (en utilisant I'interpolé d’Hermite par exemple) [3] qui affirme I'estimation
suivante :

_9 9 2(1— 2 2(2— 2
h o = Mol 2oy + b o = oy + e o = Ty 2
D
impliquent I'estimation d’erreur concrete suivante :
lu—uplly, < CP°Plulpsg) 2<s<k+1 (2.3)

Remarque 2.1 Mais le probleme avec cette estimation est le fait qu’elle exige la reqularité
HY(Q) alors que, la régularité de la solutions faibles du probléme (2.1) est seulement H?
qui nécessite la création d’un interpolé pour les fonctions de classe H* avec des estimées
analogues a celles de l'interpole d’Hermite.

‘ 3. Linterpolé dOSWALD |

Définition de I'opérateur E; Soit v € V}, alors on définit £;,(v) = w par

[ w(z)=wv(z) sizunnoeud intérieur

(Vw) (x) = L Z Vop sl e N, /T
|7?U|Te7;

ow 10v . . -
%(m> — 5%(771) si m est un point milieu sur e

(3.1)

/"

\

ou 7, ={T € T; tel que x une arréte sur 0T} .

Proposition 3.1 Lopérateur E;, satisfait les proprietes suivantes :

hEQHU — Eh(v)HQL2<T) + hZT\U — Eh(v)@{l(T) + h4T\U — Eh(v)@p(ﬂ
< Clv||7 VT €T, Vv eV,
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‘ Résume I

Dans cette présentation on considére le cas un domaine 2 C R? borné et régulier de classe
Ccl-1. On s’intéresse a l'interpolation de fonctions peu réguliéres i.e., de H'(Q)) en utilisant
l'interpolé de Clement ([3]) et a l'utilisation de cet interpolé dans le contexte des éléments
finis pour avoir des estimation d’erreur a posteriori.

Mots-Cles : interpolation, espace de Sobolev, analyse a posteriori

1. Introduction I

L est bien connu que pour définir I'intérpolé de lagrange d’une fonction, celle ci doit étre au
moins une fonction continue ([2]). Donc dans le cas d’'une dimension, le théoreme d’injection
de de Sobolov ([1]), donc dans le cas uni-dimentionnel on peut définir Lintérpolé d’'une fonc-
tions de H'. Mais dans le cas bi-dimensionnel, il existe des éléments de H' qui ne sont pas
continus ; comme il montre I'exemple suivant :

Soit ) la boule ouverte B(0;1/2)

u(x) = log(log |)
Alors u est dans H'(B(0;1/2)), mais u n’est pas bornée au voisinage de 0. Donc on ne puet

pas définir I'interpolé de Lagrange de cette fonction. Nous rappelons que l'intérpolé de La-
grange est défini par,

Ns,z
T CU Q) D0 =Y u(S)p; € V).
1=1

‘ 2. Probleme modele I

On considere le probleme aux limites suivant :
Soit ©2 un ouvert polygonal borné connexe de R2. On suppose que sa frontiére T = 95 .

(2.1)

—Au=f dans )
uw=0 surl

2.1 Le probleme faible

le probleme variationelle :

Trouver u € H3(1) tel que
] (2.2)
a(u,v) = [ fv,Yv € Hy(Q)
OuU Nous avons pose
a(u,v) = / Vu- Vo dx.
9
2.2 Le probleme approche
Le probleme approché du probleme (2.1) s’écrit dans I'espace V;, définit par :
Vy = {op, € C'(Q)svplr € P1,VT: vp90 = 0} (2.3)
{ Trouver uj, € V}, telle que (2.4)
a(up,vp) = f(op), Yo, € Vy, |
D’apré le lemme de Céa est théoreme de l'interpolation on a
1/2
[u—upllio < e inf u—vyllio < dhllu—riulio < | D Wlully (2.5)

vRLEV), TEE
Lestimation (2.5) n’entre pas dans le cadre des estimations a posteriori, car I'estimation fait
intervenir la quantité ||u||o 7 qui est inconue. Alors la régularité des solutions faibles des pro-

blémes elliptiques de second ordre est seulement H! qui nécessite la création d’un intérpolé
pour les fonctions de classe H'!.

‘ 3. Linterpolé de Clément |

Soit  un domaine polygonal de R“. Soit (7;,);, une fonction famille réguliére de
(. Soit V3, un espace d’approximation construit avec 7; que nons supposons H!-
conforme. Soit V- un élement de 7; qui ont une intersection non vide avec k. Soit
e une aret de T et notons V(e) I'ensemble de tous les éléments de 7; qui ont
une intersection non vide avec e. On note AN; l'ensemble des noeuds du maillage.

€

>

FIGURE 1 : L'ensemble V (e) et 'ensemble V(T

Proposition 3.1 // existe un opérateur C;, : H'(Q) — Vh1 et une constante c > 0 tels que :

v = Cpollo,r < e hpllvlly v

(3.1)

1/2
lo — Crollo.e < e hellolly 1

Definition 3.2 Soitz € N;,. Pour toutv € H'(Q), on note m,v € R la moyenne de v sur l'ouvert
V.. On définit C, I'opérateur de H'(Q)) & valeurs dans V;, par

(mx0)(x) pour tout x € Njy \ T

Chole) = { 0 pourtoutx € NjynT (3-2)

‘ 4. Estimation d’erreur a posteriori |

Definition 4.1 fonction n = n(h,u;,, f) est appelee erreur a posteriori sSi

lu —uplly < n(h,up, f). (4.1)

Sin(h,uy,, f) se met sous la forme

DN | —

n(houp, f) = > nrlup, f)° (4.2)

TeT,

nous dirons que nr(uy, f) est un indicateur d’erreur.

La connaissance d’'un indicateur d’erreur permet de metire en ouvre une stratégie d’adap-
tation de maillage. Heuristiquement, si nr(uj,, f) est grand, nous pouvons envisager de di-
minuer I'erreur en raffinant le maillage, c’est-a-dire en découpant 1" en élément plus petits,
alors que si nr(uy, f) est tres petit, nous pouvons économiser des degrés de liberté en re-
combinant 7" avec ses voisins.

ou nous avons introduit I'indicateur d’erreur

Theorem 4.2 Supposons que la famille 7;, soit reguliere. Alors, il existe ¢ > 0 telle que

NO|—

y
lw—uplho<c| Y nrlunf)] .

TeT,

ou u est la solution du probleme faible et u;, celle du probleme discret et nous avons introduit
I'indicateur d’'erreur

1 1
or+5 O el onunlll.
ecoT

nr(un, f) = hpllf + Aup|

Dans cette formule, e est une aréte de T, 9T est 'ensemble des arétes de T' qui ne sont pas
sur la frontiere de €, |e| le diametre de ¢ et [[0,u]| le saut de la dériveée normale de u;, a
fravers e.
Proof : On a la propieté da stabilite, i.e, il existe une constant o > 0 telle que :

a(u, v)

inf sup > Q. (4.3)
we HY () wemio luliallvlio

Puisque
a(u — uy, vy,) = 0 pour tout vy, € Vj,

I'inégalité de stabilité (4.3) donne

1 alu —up, v — v
Vop € Vi [lu —uplli0 < — sup ( v )

@ e HY(Q) vl 0

nous pouvons développer le numérateur de second membre comme suit

a(u — up, v —vyp) = /(—Au)(fu —vp) — Vuy, - V(v — vp)

()
_ TZT < /T (f 4 Auy) — g;T / (Ontun) (v — v3))

ou e désigne une face d'un élément 7.

Comme v — vy, est nul sur la bord de (2, la sommation sur e ne fait intervenir que les faces
qui sont communes a deux élements. Ces faces sont donc des interfaces. Comme v — v, est
continu a travers chaque interface e, il vient :

alu—up v —vp) < Y (I + Dupllozlo —opllor + Y 1/20I0mun]llo.cllv — valloe)
TeTy ec&h.

ou 6’% est 'ensemble des faces de T' qui ne sont pas sur la frontiere. Nous choisissons main-
tenant v;, = Cv, ou (), est 'opérateur de Clément et en appliquant les estimation de (3.1),
on obtient

alu—up,v—vp) < > (hrll £+ Duplloglollor+ D 1/2lel [ [Onun]loellvloe)

TeTn ec&h.
3
Y 2 1 2
<lwvlla | D (h7llf +Dupllgr+ > 1/20el [Onunlllg )
TeTy ec&l
Alors 1
3
2
lw—uplho<c| > nplup f)7 |
TeT),
ou

1 1
nr(up, f) = hollf + Dupllor + 5 > lel2l0nunlllo.e-

e€&l

‘ Reéférences |

[1] H. Brezis, Analyse Fonctionnelle,Masson(1983).

[2] Brenner S., Scott R.The Mathematical Theory of Finite Element Methods,(3ed., Springer,
2007).

[3] Ph. Clement,. Approximation by finite element functions using local regularization. M2AN
(1975).



A bilateral contact problem with

Naami maria®

Département de Mathematiques

adhesion and damage between two
viscoelastic bodies

Aissaouli A.(encadreur)

Faculté des Mathématiques et Sciences de la matiere

‘ Abstract I

This paper deals with the study of a nonlinear problem of bi-
lateral, frictionless adhesive contact between two viscoelas-
tic deformable bodies with damage. The adhesion process
on the common contact surface is modelled by a surface
variable, the bonding field, the tangential shear due to the
bonding field being included. We obtain an existence and
uniqueness result by construction of an appropriate map-
ping which is shown to be a contraction on a Hilbert space.
Keywords: Dbilateral frictionless contact; adhesion; elastic
materials; fixed point;

damage; weak solution.

1. Introduction I

_es mathématiques et la mécanique ont été des parte-
naires complémentaires depuis le temps de Newton, et
‘histoire des sciences montre beaucoup de preuves de
'influence bénéfique de ces domaines 'un sur 'autre.

_e contact entre corps déformables abondant dans
'Industrie et la vie quotidienne.

En raison de limportance industrielle des procédeés
physiques qui ont lieu lors d'un contact, un effort consid-
érable a été fait dans leur modélisation, I'analyse, analyse
numérique et simulations numériques, et par consequent,
la théorie mathématique de la mécanique de contact a fait
des progres impressionnants ces derniers temps.

En raison de leur complexité inhérente, les phénomenes de
contact conduit a des modeles mathematiques exprimes en
termes de problemes d’evolution fortement non linéaires.

‘ 2. Préliminaries I

On note par S5 'espace des tenseurs symétriques du sec-
ond ordre sur R3, Soient Q! et Q2 deux domaines bornées
de R3. Dans la suite, nous employons un indice supérieur
¢ pour indigquer que la quantité est liée au domaine Qf;
¢ = 1,2. Pour chague domaine Qf, nous supposons que
sa frontiére I'* est lipschitzienne continue, et divisée en trois
parties disjointes mesurables I'!, I'? et I}, avec mes(I'!) > 0.
La normale unitaire extérieur T'* est noté par v* = (1)
On utilise les notations

= {u=(u) | y; € LXQY} = LX(QH7,
= {u=(u) |u; € H(Q},

= {0 = (04)) | 03 = 0j; € L(QY)},
:{VEHf\V:Osur F{}

les espaces HY, Hf et 7! sont des espaces de Hilbert
reels, munis des produits scalaires note par (-, )z, (- ) g

et (-, )4, respectivement.

Université Kasdi Merbah Ouargla, Algérie
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On définit le produit scalaire sur lespace V* par (uf, v%), =
(e(uh),e(v))yye, WVul,vte Ve,

Nous rappelons la formule de Green
(o, €(V€>)H6 + (Dive?, Vg)He = /W o't vtda, W' e H.

On rappelle que, par le théoreme de trace de Soboley, il
existe C, qui dépend seulement de Q, T"! et T'S tel que

/ AT / /
HV HLQ(F@S S COHV vaa \V/V S~ V )
En outre, nous avons besoin de lespace fonctionnel

V={v=r,v) eV xV?|v)+vS=00nT3},

‘ 3. Formulation du probleme mécanique-Hypotheses |

Ces deux corps sont encastrés dans Ff x (0; T), soumis une
densité de forces volumiques f§ qui agissent sur T'* x (0; T),
et des forces surfaciques de densité ff qui agissent sur
Fg(O;T). Les deux corps sont en contact avec adhésion
le long de la partie commune I'; = I'4 qui sera noté I's ci-

dessous. On note par u' les vecteurs des déplacements,
et par o' le tenseur des contraintes, et par ¢ = ¢(uf) le
tenseur de déformation linéarise.

La formulation classique du probleme meécanique de con-
tact bilatéral sans frottement avec adhésion entre deux
corps viscoélastiques correspondant est la suivante
Probleme P Trouver le champ des déplacements u =
(ul,u?) tel que u’ : Qf x [0,7] — R? et le champ des
contraintes o = (o!,0?) tel que ot : Qf x [0,7] — S,
et le champ endommagement o = (!, a?) tel que of
0f x [0,7] — R et le champ d’adhésion 3 : I's x [0,7] — R
telles que

ot = Ale(u’) + Ge(uh), o), dans Q° x (0,7)
&' — K'Aa + 0pp(al) 3 S¥(e(ub),af),  dans Q° x (0,7
Dive' + fg =0 dans Qf x x (0,T)
ug = O, sur Ff x (0,7
o't = f2, sur Fg x (0,7
aiza%, ui%—u%:(), sur '3 x (0,7T)
—01 —Jz—pT(ﬁ ul —u2), sur '3 x (0,7
B = Had(B, R(Juy — u7])), sur I's x (0,7
0o =0, sur 't x (0,7),
'l

ug(()) = ué O/(O) = ozg, dans Q,
B(0) = B, sur ['s.

et on suppose que les forces volumiqges et la traction sur-
facique ont la régularite suivante.

fle L0, T HY, f5 e L®0,T; L2 (59,

Finallement, les conditions initiales satisfait

ué < VZ, Oéé S K£ By € LOO(F3>, 0<py<Llae xecls.

Par le théoreme de représentation de Riesz, nous pou-
vons définir 1élement f(t) € V tel que Nous deéfinissons
laplication f = (f!,f%) : [0, 7] — V par I'égalité

2
Z( fO He + /Ff ff(t).vfda)

2

Soit j : L°(I'3) x V x V' — R la fonctionnelle
](57 u, V) — /F pT(ﬁ, u71— — ug-)(V}- — V%)da.
3

Alors, la formulation variationnelle du probleme mécanique
de contact bilatéral sans frottement, avec adhésion entre
deux corps viscoélastiques est la suivante.

Probléme PV Trouver le champ des déplacements u =
(ul,u?) : [0,7] — V, et le champ des contraintes o =
(o!,0?) : [0,T] — H, et le champ endommagement a =
(al,a?) : [0,T] — HYQ) et le champ d’adhésion 5 : [0,T] —
L>°(T'3) telles que

o(t) = As(u(t)) + Ge(u(t), o)

B(t) = Haa(B(1), R(Juz(t) = uz(t)])), 0<B(t) <1

(o(t),(v))y +5(B(t),ut),v) = (£(t), v)y, YveV,
)

(4(t), €5 = ' () 2y + ala(t), € — alt))

=3
=
M
PN
10-

a.ete|0,T],

u(0) =ug, B(0) =0y, «al0)=ay.

Létude du probleme PV se fait dans la prochaine section,
et cela dans plusieurs étapes, et elle est basee sur les ré-
sultats des équations diffrentielles, et largument du point
fixe.

‘ 4. |’ existence et résultat d’unicité |

Notre resultat principal d’existence et d'unicité est le suiv-
ant.

Theorem 4.1 Sous les hypotheses, le probleme PV ad-
met une solution unique {u, o, «, 5} ayant la regularite u €
L®0,T:V), o € L®0,T;H), o € WE20,T;L*Q)) N
L2(0,T; HY(Q)) e Wb, T; L>(3) N Z.

La démonstration du théoreme (4.1) se fait en plusieurs
étapes. Elle est basée sur les résultats des équations
d'évolution avec les opérateurs monotones et les argu-
ments du point fixe, mais avec un choix différent de I'espace
V et de la fonctionnelle ;.

N oo s 0N =

(CIMASI 2002), Casablanca (2002), CD-ROM.
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‘ Abstract I

Dans cet article, nous etudions l'existence d’une solution pour un example de l'inequation
variationnelle parabolique
mot-clés: I'inéquation variationnelle parabolique , la méthode de Roth.

1. Introduction I

“exemple suivant est le déploiement d’'un modele de probleme mécanique , On considere le
probléme pour trouver u = u(x, t) tel que

(up — Au= fdansQ x (0,7
Su>0;0u>0;u0u =0 surl’ x (0,7) (1.1)
L u(x,0) =y Vo € Q)

- On doit preuves l'existence de la solution et pour le preuve On utilisent la méthode de Roth.

‘ 2. Probleme classique |

Trouver u telle que

(ug — Au= fdansQ x (0,7
Su>0;0u>0;udpu=0surl’ x (0,7) (2.1)
L u(z,0) =y Vo €

ouu:Qx(0,T)— R

(x,t) — u(z,t)

, s 0
QO cRrRY ,IN > 20 assezréguliere ,u; = a—?

‘ 3. Probleme variationnel I

t);v(t) € Kp.p (3.1)

.,.] = produit scalaire dans L2(0, T, H) ou entre L2(0,T,V) et L%(0,T,V").
et V=H} ={ve H)v=0swly};H=L*Q); V—>H<=V

Iy
K={veV /v>00nl}

‘ 4. Lexistence de solution I

4.1 Probleme discret
Pour chaque i = 1,2, ... On considere le probleme pour trouver la solution u; € K de

<ui _hui_l,v — u2> + a(u;, v —u;) > (f,v —u;) Vv € (4.1)

'inéquation (4.1) <— de

1 1
- (i — f,v—u;) +alu, v —u;) > A (Uj—1,v — u;) (4.2)

Observe que u;_1 savoir a pour chaque etape,et construire la fonction de Roth

t—1;—1

Up(x,t) = uj_q1(x) + ;

(uj(z) —ui—1(x)) t € [ti—1 4] (4.3)

- Pour montrer que u,(z,t) convergent a une solution u(x, t) Quand n — oo de
(1) = f,v(t) = u(t) ) + alu(t), v(t) — u(t)) > 0 (4.4)
-Nous établissons quelque estimation nécessaire.

- Pour i = ] — 1Nous prenons v = u; dans l'inéquation (4.1)et pour: = j on prenons v = u,;_1
pour produire

Ui — Ui_9

<j = —ﬁ%r*%1>+M%1ﬂ%—%‘OZO (4.9)
Ui — Ui

—<J ! —foa—%>+aWW%4—“ﬁ20 (4-6)

On additionne (4.5) et (4.6) on trouve

1

1
EHU]' — |+ IV (uj —uj_p)]|* < - (uj_1 —uj_9,uj — uj_) (4.7)

a partir de laquelle nous obtenons
luj = wja P + 2|V () — wjy)|I” < Jlujog — uj_of|” j > 2 (4.8)

On appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz et utilisent I'inégalité élémentaire 2ab < a? + b
pour le cas j = 1,0n choisissons v = ug dans (4.1) pour obtenir

1
2l = ugl|* + 1V (ur = ug)||* < [ (Vug, V(g — ug)) | (4.9)
Si la donnée initiale uy & H*(Q) N H{ l'intégration par parties révéle que
| (Vug, V(ur —ug)) | < [ (Aug, ur — up) | < [[Apl[|lur — ugll.

uyp — uo

h

afin que nous ayons la borne de base |
I'inégalité (4.8) montre que

| < ||Aug|| combinant cette estimation a

Uj — Uj—1

|

HSCi:LQ, ..... s T (410)

4.1.1 Lestimation a priori

- Pour ¢ une constant qui est indépendant de n, on choisissons v = 0 dans (4.1),une borne
similaire impliquant la norme suivant:

luglly <ci=1,2,....n (4.11)
- ces obligation de fournir une estimation uniforme sur la dérivée u,, depuis u,, = — _hu@'—l
- donc (4.10) dit que

|uy,|| < C pour t € [0,T) (4.12)

- qui donne immeédiatement le résultat de équicontinuité u,(t) — up(7) < c|t — 7| pour t,7 €
0,7 - pour la famille u,,n € N le theoreme de Arzela-Ascoli et l'intégration compact
de H& vers L?(w) puis la garantie que u, converge vers une fonction u dans I'espace
C([0,T], L*(w)),En fait u est lipschitzienne et donc différentiable presque partout dans [0, 7.
- Il reste a démontrer que la limite « résoudre le parabolique variationnelle (4.4),pour accom-
plir cette , On définie w,,(t) comme la fonction de I'étape

Up(t) = u; pourt € [t;_1,1; (4.13)

- ensuite de (4.11) que {u,} a une suite qui converge faiblement dans Hol.que nous mar-
quons que {uy,} on outre (4.10) donne la borne|u,(t) — un(t)| < c
n

- D'ou il se ensuite que la limite faible de cette séquence est u en exploitant la borne (4.12)
d’une maniere similaire

4.1.2 Passage a la limite

On voir que u,, converge faiblement vers u dans L%(0, T, L*(V)
-en fonction de u,, et uy,l'inéquation variationnelle elliptique (4.1) est:

(un(t) — f,v(t) —un(t)) + alup(t), v(t) —up(t) <0 Vv e K (4.14)

- qui détient presque partout dans [0, T|,pour les points arbitraires 7 et = dans [0,7] ,on
intégré (4.14) a partir de 7; a » donne

/ (n0) = £.0(0) = wnlt) ) e+ alin0) oft) — () 20 Vo €K (415)

1
-On prend lim inf quand n — oo dans cette inéquation on trouve

/EGMQ_ﬂvw_”@»+aW@ﬂW%ﬂwwﬁz0vveK (4.16)

1

Quand @, — u et u, — u dans L0, T, L*(5)) et la forme bilinéaire a(.,.) est faiblement
semi-continue.
alors u est solution de le probleme variationnelle
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‘ Abstract I

Les discréetisations spectrales des equations aux derivees partielles reposent sur le de-
grée eleve des approximations polynomiales et sur l'utilisation des bases tensoriels des
polynémes. D’abord, sur lintervalle A ou sur le carré \?, nous avons décrit les outils de
base des méthodes spectrales, et nous avons prouve certaines proprietes optimales des ap-
proximations et d’interpolations polynémiales. Enfin, nous les avons appliquées a 'analyse
spectrale de la discrétisation des equations de Laplace.

‘ 1. Introduction I

Les techniques spectral sont des méthodes d’ordre élevé qui permettent soit obtenir des
resultats tres precis ou de réduire le nombre de degrés de liberté pour une précision stan-
dard fixe. Nous mentionnons les prévisions de la météorologie et de la simulation directe
de turbulence entre les applications les plus complexes. En tant que premier, ils s’appuient
sur un degré élevé des approximations polynémiales par morceaux, et sur l'utilisation de
bases tensorielles des polynébmes. Pour ces raisons, les géomeétries de base de ces méth-
odes sont tensoriels, c’est a dire qu’ils sont carré ou cube. Nous nous referons a [31], [41]
et [22] pour une présentation générale et une analyse des méthodes spectrales dans ces
géomeétries, et aussi [37], [69] et [34] pour extensions loin a triangles.Les espaces discrets
pour les méthodes spectrales sont simplement des espaces des polyndmes, et le parametre
de discretisation est le degré maximal de ces polynébmes. La discrétisation est de type
Galerkin, c’est-a-dire qu’elle s’appuie sur la formulation variationnelle du probleme continu:
le probleme discret est construit en remplacant I'espaces fonctionnels par des espaces dis-
crets et les intégrales par des formules quadratures tensorielles appropriées. Son analyse
numerique s’appuie principalement sur les résultats de la meilleure approximation polynomi-
ale et aussi d'interpolation polynémiale aux nuds de la formule. Nous avons décrire et
analyser la discrétisation d’équation de Laplace, et nous présente son implémentation. Nous
nous referons a [22] Pour une analyse plus complete de ces techniques, et aussi pour [56],
[67] et [40] pour plus de détails sur la mise en uvre. Nous présentons la méthode specitrale
dans le carré Q =] —1, 1[%, d = 2. M@me si cette technique peut évidemment étre tendue & des
domaines qui sont les images de () par fonctions lisses, par exemple quadratures convexes
, l'idée principale dans ce cas est de revenir au domaine de réference (2, de sorte que seuls
certains autres arguments techniques apparaissent. Nous choisissons d’éviter eux.

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons a donner quelque notions et prélimi-
naires, qui décrivent les outils de base pour les techniques spectrales: on va définir 'espace
discret correspondant, on introduit les bases sur les polynomes orthogonaux; les polynomes
de Legendre, ensuite on décrit les formules de quadratures qui sont employées pour évaluer
les intégrales intervenant dans la formule variationnelle.

Dans le deuxieme chapitre, on introduit quelques résultats de I'approximation polynomiale,
et certains résultats de I'interpolation polyndmiale sur l'intervalle A puis sur le carré A2.

Dans le dernier chapitre, nous appliquons l'analyse de la discrétisation spectrale a
I’équation de Laplace sur le carré par la méthode de Galerkin. Finalement, on estime l'erreur
entre la solution exacte et approchée a la meilleur approximation de la solution dans I'espace
discrétisé et a l'erreur d’interpolation aux nuds de collocation sur le second membre de
‘equation.

2. Preliminaries I

Lemma 2.1 Soit n € N, et soit L, un polynébme non nul de degre n qui soit orthogonal a
P, 1(A) pour le produit L*(A). Alors

1) L, a la parite de son degré: L, = (—1)"L,,

2)Les zeros de L,, sont reels strictement compris entre -1 et 1.

proof 2.2 1) Le polynéme L,, définie par L,, = L,(—x) est lui aussi orthogonal & P,,_(A) et
de degré n. Donc L,, est proportionnel & L,,. Comme la symétrie est involution, L,, est en fait
egale a +L,, ou a —L,, et comme le degre de L, egale n on obtient(1)

2)Soit | la nombre de zéros du polynéme L,, qui sont distinct strictement compris entre -1 et
1 et d’ordre impair. Soit x1, ...... ,x; les zéros du L, sil < n les polynomes L,, est orthogonal a
tous les polyndbmes des degre < n—1 alors f_ll Ln(z)(x—21).....(x —zn)dx = 0 ceci impossible
car la fonction integre ne change pas de signe donc | = n ceci montre que L, ne s’annulent
pas en -1 et 1 alors on peut définir les polynomes de Legendre.

Proposition 2.3 Soit N entier positif, il existe un unique ensemble de
N points e;, 1 < 5 < N et il existe un unique ensemble de N réels w; , 1 < j < N tel que
'égalite suivante ait lieu pour tout polynéme ® € Popnr_1(A)

/A O(x)de =Y lejw; (2.1)

Les nuds sont les zéros e, 1 < j < N de Ly etles poidsw; ,1 < j < N sont positifs

proof 2.4 Soit 1; les polynomes de Lagrange associes auxe;, 1 < j < N c’est a dire que hy,
est 'unique polynome de degre N — 1 quivaut 1 ency et 0 enles autresc;, j # k . Les hy,
1 < k < N, forment une base de Py _1(A). On pose

wk:/hk(s)ds, 1<k <N.
A

Il set alors evident que la formule d’integration

est vraie pour tout les h;., 1 < k < N et donc par combinaison linéaire,pour tout
¢ € Py_1(A). soit maintenant ® € Pyn_1(A). par division euclidienne par Ly, ¢ s’ecrit
d=QLy+ R,avecQ,R € Py_1(\) comme Ly estorthogonal aPy_q(\)

/A B(x)dz /A O(x) Ly (x)dz + /A R(z)dz = /A R(z)dx

d’ou, comme R € Py _q(A\)
N

/ACI)(az)d:E = Z R(gj)w; (2.2)
j=1

ord(e;) = Q(g;)L(e;) + R(ej), et comme les Ly (g;) sont tous nuls, ®(c;) = R(g;),
1 <73 < N ainsi on a obtenu(2.1)

pour montrer que les w; sont positifs,il suffit de remarquer que pour tout1 < k < N
hi € Pon_o(A) la formule (2.1)donne alors

N

/Ah%(x)dw — Z h]%(ej)wj = W > 0
1=1
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‘ Abstract I

The goal of this work is to study the existence of solution to
the following problem

( Ou
?—aﬁu—/\ flu,v) —au in RT x Q
\
a——bAu—dAv—g(u v) —ov in RT x Q)
\
with homogeneous Neumann boundary conditions
du v
=0 on RT x 90
an (977 on X

and non-negative bounded initial data

u(0, ) = ug(x) v(0,x) =vp(x) N

Where ) C R™ is bounded domain of class ¢! ,the constants
a,b,d,\, and . are positive numbers.

the non-linearities f,qg are assumed to be a non-negative
and continuously differentiable functions on (0,+o0) X
(0, 400).

Keywords: reaction-diffusion systems, Lyapunov func-
tional, global existence.

‘ 1. Modelisation I

A reaction-diffusion system is a mathematical model that
describes the evolution of the concentrations of one or
more spatially distributed substances and is subject to two
transform process: a process of local (chemical) reactions,
wherein the different substances, and a diffusion process
which causes a breakdown of these substances in the
space. Used in other fields, including biology, physics, geol-
ogy and ecology and mathematically, reaction-diffusion sys-
tems are represented by semi linear parabolic partial differ-
ential equations which take the general form:

dq
2 - DA¢+ R
g q+ R(q)

g represents the concentration of a substance,
D is a diagonal matrix of diffusion coefficients,
R represents all local reactions.

‘ 2. Examples I

Among the uses we mention the following:

1) Predator-prey:
A predator population y eats from a prey population z, the
most famous predator prey model (LotkaVolterra) reads:

dx

E:ax—ba:y
d
d—?Z:cxy—dy

2) models of spreading AIDS:

The following system describes an epidemic model repre-

senting the spread of infectious disease within a population:
9(z,t) = DAS(x,t)+ 11— C( 2L —q,
g{(x,t)— DAI(z,t) 4+ C(T ) —ol,

S denotes the number of susceptible individuals

I those infectious individuals
D > 0 is the diffusion coefficient that is a constant

LE SIDA DANS LE MONDE: 34 MILLIONS DE CAS
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Figure 1: AIDS spread in the world
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‘ 3. The class of our problem I

We consider the following reaction-diffusion system

(Ou
?—aﬁu—A flu,v) —au in RT x Q)
\
a——bAu—dAv—g(u v) —ov in RT x Q
\
with homogeneous Neumann boundary conditions
Ju  Ov
=0 on R" x 99
o~ o on X

and non-negative bounded initial data

u(0, ) = ug(x ¥O r) =vg(x) inf)

Among the authors who investigate in this problem are:
In the Diagonal system (i.e, b = 0)

L.Melkemi et al [5] find a positive answer under the falowing
conditions:

1. f0,)=0 g(,0) =0,

2. flu,v) < (1+v)fp(u) B>1,
3. g(u,v) < V(v)f(u,v),
4.  limy oo qu}”) =0 ¢, Ve C(R+>v

the same authors in [8] generalize their results under the
falowing conditions:

1. g(u,v) = f(u,v) = At)h(u,v) , X is bounded function

1. f=g ,f(0,v)=0,
2.  flu,v) < pu)(v+ 1))‘em,
3. Kw)=v" pu>1,

A 02 Sab
4.  mazx(||ugl, ) 7=6 rnla b7
In the triangular system (i.e, b > 0)
1)case d > a
Salem and Youkana [9] find a global solution under the
falowing conditions:

1. d—a>b ,a=o,

2. g(u,v) = f(u,v) = At)h(u,v)
inC(R")  h(0,v) =0

log(1+ h(u,v)

, A IS bounded function

3. lim
vV — +00

S.Abdelmalek et al [2] gave a positive result under the
falowing conditions:

:O’

1. d—a>b a=o,
fzgf(uv)<so() “el0) =0,

3. w> —d —(L(0) — up),
1 2v ad
4. maz(|luglleo—) = K < M < L 4 < (2202,
(4 ap a—d

B.Rebiai [10] find a global existence under the falowing con-
ditions:
case a = o,

1. f<07v)zog<u7d_a(;_u)>Zd_af(uvd_a(__u>1

2. glu,v) < Wv)f(u0),
3. 45 >0,
4. limy—s+oot?U(v) =1,

the same author in [4] generalize their results under the
falowing conditions:
ajcased—a<b «a=o,

1. f(O,v):Of(u,v)ZOf(u,d_a(——u)):O,

A
2. uol| <,

b)jcased—a>b «=o,

1. flu,v) <cpuw)v e a>0r>0p0)=0,

2. fugl| <= < —>
. U — y
= an(a — d)?
b A
. > — — )
3 vo_d—a<,u up)

2) casea > d
E.Daddiouaissa [3] finds a positive answer for the falowing
conditions:

case a =# o,

1. flu,v) <pu)(ut+v) r>0,

2. g(u,v) <V¥)f(u,n)+ o(v),

3. g(u, fdu)Jrafdf(u, Edu)_afd[(a—&)qu/\]

‘ 4. our aim or goal |

Our aim is to study this problem when we have a change in
the medium’s characteristics
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Résume I

objectif de ce travail est I'étude de I'approximation numérique des solutions non-triviales
des equations de Marguerre-von Karman pour le flambage d’'une coque peu-profonde en-
castré. On propose une methode d’éléments finis mixte. On généralise le résultat obtenu par
Kesaven [1] pour les equations de von Karman.

Mots clés:

Elasticite non linéeaire, Théorie de coque peu-profonde, Methode d’elements finis mixtes,
Equations de Marguerre-von Karman.

1. Introduction I

Dans cet travail on s’intéresse au calcul des branches de bifurcation (a partir de la solution
triviale ( = 0) des équations de Marguerre-von Karman, ces equations, qui sont un modele
pour le flambage d’'une coque peu-profonde encastré a de forces latéerales, s’écrivent:

A?C=[p,C+0)+ \f,(+6] dansw,
A%p = —[C, ¢+ 26] dans w, (1)

(=00 =0¢=0up =0 sur 7.

ou f fonction donnée et \ entier positive, w C R? est un overt borné, ¢ le déplacement, ¢, ¢:
w— R?, § C H?(w) definit la surface moiyenne de la coque et ~ sa frontiére par ailleurs,
. Pno*C o, 9%

6] = 8:13%8:1:% 8x%8x% 0x10x90x10T9

Les importents références dans ce travial est Kesavan [1], Brezzi [2], Miyoshi [3], Ciarlet [4].
Notation:

On utilise les espaces de lebsgue LP(w), 1 < p < +o0o et les espaces de Sobolev H"(w). la
norme dans L? est désingnée par | . |y, ,, sauf si p = 2 quand nons écrivons | . |y ,,. la norme
et semi-norme habituelles dans H™(w) respectivement désignées par || . ||mw et | . |mw-
Tout espace produit est muni de la norme produit correspondante mais on continuera a la
désigner comme dans le cas scalaire.

‘ 2. Les problemes linéarisé |

Théoréme 2.1 Soit (0,(, \) € ¥ x V x R? une solution du probléme de valeur propres
on a:

~

x R? tels que
0, (2)

( Trouver (0,(,\) € ¥ x
¢) =
| f, o0+ Blude.

)
(15\/) (V1 ey a(o, T) —|—E(T,
Vv € V —b(a v) = A
et le probbleme discret s’ecrlve.

(Trouver (o}, (, \p,) € 5, x Vi, x R? tels que
(PV1) 4 Y7 € B, alop, ) + b(7h, Cp) = 0, (3)
Yoy, € Vi, =blop,vp) = A [ lf

‘ 3. Le probleme non lineaire continue |

Théoreme 3.1 Le triple {(¢,y), (0,(), \} est une solution du probleme suivant:

‘Trouver ((¢,y) € X x V,(0,¢)) € T x VetA € R?) tels que

V1 € X, ale, )+ b(1,y) =0,

(PN){ Vv €V, —b(6,v) — | o, 0+ 20]vdz, (4)
V1 €3, a(07)+1~9( , () =0,
VUEV—b( v) =X J [f, o+ 8lvde + | [¢,0 + Oludz,

ah+<91)hda:

ou les espaces %,V sont définit: ¥ = (H'(w))s,V = Hi(w).

‘ 4. Le probleme non lineaire discret |

On utilisera par la suite les espaces ¥;, et V;, decrits ci-apres. Pour simplifier 'exposé, sup-
posons que w est un polygone convexe. On se donne une famille reguliere de triangulations
{F;}; de w et on définit:

Wik = {v; € C°@) | VK € Fy, vy, [p€ Pr(K)}, (5)

I” espace associé aux polynomes de degre = K, par élément fini de Lagrange de type (K).
On pose

$p = (Wit)e, Vi, = Wik N Hj(w), K 2 2. (6)

Théoréme 4.1 Donc I'analogue discret du probléme non linéaire (PN) s’écrive:

( Trouver ((¢p,yp) € S5, X Vi, (01, Cp)) € 3 x Vi, eth € R?) tels que

V1), € Xy, aldp, ) + 6(Th,yh) =0,

Yu, € V3, —b(gbh, vy) = — f oy, 01, + 20\vpdx (7)
VTh S Z\ha (?_ha Th) + b<Th7 Ch) — O

\\V/Uh c Vi, —b(O‘h, ”Uh =\ f ,Op + @ ”UhdSC + f th, op + Q]Uhdaf

‘ 5. Estimations d’erreur |

Théoréme 5.1 On suppose que (;, € H3(w) N Hi(w). Alors il existe une constante C > 0
indépendante de h et de < telle que, pour = assez petit,

'\

(PNp,)

+ ¢ = ¢ 1< Ch+ Ch’e + sy, (8)

A=\ |< Ch? + Che + s, + Cry, + Cesy, (9)

our, — 0 lorseque h — 0 et s;, — 0 lorseque h — 0 .
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‘ Abstract I

Dans ce travail, on s’interesse a un probleme d’écoulement potentiel bidimensionnel d’un
fluide incompressible et non visqueux, passant au dessus des obstacles . Le probleme est
caracterise par la condition non lineaire donnée par I'’equation de Bernoulli sur la surface libre
qui est de forme inconnue. Nous adoptons une methode des transformations conformes qui
reduit le probleme de discretisation uniquement sur la surface libre.Nous utilisons d’abord la
technique de transformation Schwarz-Christoffel pour obtenir la solution exacte

Mots-clés: Ecoulement a surface libre, tension de surface, nombre de Froude.

‘ 1. Introduction I

Notre objectif dans ce papier, on étudie un probleme d’écoulement potentiel, bidimension-
nel, d'un fluide incompressible et non visqueux, passant au dessus d’un obstacle de hauteur
2Het de largeur H, en raison de la symétrie de I'écoulement par rapport a I'axe y'oy, on peut
restreindre I'étude du probleme au demi-plan. Le plan des variables (x,y) de I'écoulement
peut étre identifié au plan de la variable complexe z = x+1iy,en négligeant les tensions de sur-
face et les forces de gravité, on peut trouver la solution exacte en utilisant la transformation
conforme d’holographe du a Kirchhoff (1869) ou la transformation Schwarz-Christoffel

‘ 2. Formulation du probleme |

On considere un écoulement potentiel, bidimensionnel et irrotational sur le plan horizontal
d'un fluide incompressible et non visqueux, au dessus d’'un obstacle de La longueur est H
et de largeur H. Nous choisissons comme repere de référence la ligne OB sur 'axe z or,
la ligne AO sur l'axe y’oy , la surface libre sur la ligne de courant C'D.(voir Figure 1(b)).

B
¥

A

Figure 1(a).

Figure 1(b).

D

Figure 1: Schema de I'ecoulement et des coordonnees. La longueur de l'obstacle est 2H et
de largeur H figure 1(a), et La longueur de 'obstacle est H et de largeur H. La surface libre
est CD figure 1(b)

On suppose que lI'écoulement est uniforme lorsque |y| — oo de vitesse U.On trans-
forme le plan de I'écoulement réel dans le plan complexe z au plan de I'écoulement f ou
f(z) = ¢(z) + i(z) tels que les points A,O, B,CetD dans plan complexe z.(figure 2.)

LIJ‘

N
83

Figure 2: Plan de la variable f(z) = p(z) + iY(2)

Le probleme mathématique consiste a déterminer la fonction de potentiel ¢ qui vérifie les
conditions suivants:

(Agp =0 dans le domaine del'coulement

Z—SO =0 surOB

Y

< 8_@ =0 sur OA

ox ) 2 2

1 [0y 1 [0y p

-2 — == — = t CD
2 (6:1:) +2 (6@/) +,0 const sur

3. Résolution de probleme |

Dans cette section nous allons utiliser la transformation de Schwarz-Christoffel pour trouver
a solution exacte du notre probleme on trouve:

dz -1 -1
$:M<f+2)2(f+1)2 (3.1)

ceci implique

1
=M d N 3.2
/V(f+1)(f+2)f+ 5:2)

Ce qui nous donne apres intégraion :

Z:M(ln(2f+2\/(f+2)(f+1)+3))+N (8.3)

Pour déterminer les constantes M et IV on a:

elLorsque f = —1(aupointB), z= H alors: N = H.

e Lorsque f =0 (aupoint C), z = H +iH= M= : (2£+ 3)
n
Donc T
(
= i (in(2f +2/(F+2)(F+1)+3)) + H (3.4)

Puisque f = ¢ sur la ligne de courant libre C'D avec 0 < ¢ < 400 I'équation (2.3) devient
alors :

1 H

— In(2p+2 +2)(o+1)+3) )+ H 3.5

TN, rel G SRR (3.5)

Léquation paramétrique de la surface libre CD est donnée par :

<zw—m@j;+$(m(%%H%A¢+2wP+U+G)>
rx=H
v |

td
]
|

||||||||
''''''''

0.002 0.004 0006 9.008 0010 0012 0.014 0.016 0.018

|||||||||

Figure 3: forme de la surface libre
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Résume I

objectif de ce travail est I'étude de I'approximation numérique des solutions non-triviales
des equations de Marguerre-von Karman pour le flambage d’'une coque peu-profonde en-
castré. On propose une méthode de Kikuchi. On généralise le résultat obtenu par Kesaven
[1] pour les équations de von Karman.
Mots cles: Elasticité non linéaire, Théorie de coque peu-profonde, Méthode de Kikuchi,
Equations de Marguerre-von Karman.

‘ 1. Introduction I

Soit w un ouvert borné de R? dont la frontiére ~ est suffisamment réguliére. On suppose
que la surface moyenne d‘une coque peu-profonde occupe la région w et que cette coque
peu-profonde est encastrée le long du bord ~. Supposons en outre qu’une pression soit
appliguée au bord et que cette force dépende linéairement d’'un paramétre .

Soit ( le déplacement dans la direction verticale et soit Af la fonction d’Airy de contraintes
en I'absence de déformation. Soit ¢y 'accroissement de la fonction d’Airy en cours de défor-
mation (donc ¢ + Af est la fonction d’Airy dont les dérivées secondes nous permettent de
calculer les composantes du tenseur des contraintes de la coque peu-profonde déformee).
Alors les equations de Marguerre-von Karman s’ecrivent:

(A =[¢,(+ 0]+ A[f,(+06] dansw,
A%p = —[C, ¢+ 26 dans w, (1)
(=0 =0¢=0y0=0 Sur 7,

ou:

0 € H?(w) définit la surface moyenne de la couque,

| d_@%&%+&%¥c_28% 0%

A 8:13% 8:1:% 8:1:% 8:13% 0x1029 011029

Dans cet travail, on applique la méthode de Kikuchi [2] aux équations de Marguerre-von Kar-
man, il genéralise le travail de Kesaven [1] pour les plaques au cas coques peu-profondes.

‘ 2. Probleme non linéaire continu I

On définit un opérateur bilinéaire B : HE(w) * HE (w) — H3(w) par Vé € HO?(w),

(BEn.€) = [ s
w
. A partir de B(.,.) on peut définir un opérateur non-linéaire A : H3(w) — HE(w) par

AC = B((, B(¢, ()

p =x— B(( ()
ol y € H3(w) tel que:
A’y =10,6] dans w.
Y =0,x=0 sur~.

On définit un opérateur L par

A2Ln=—An dans w.
{ 7] 7 (3)

Ln € H3(w).

soit \g une valeur propre simple du probleme linéarise et soit ¢g;, un vecteur propre associe a
A\, normalisé par ((L¢g, ¢g)) = 1 On s’intéresse aux solution (¢, A) de I'équation non-linéaire

¢ — ALC — B(¢, B(6,0)) + AC = 0.

v = —B(( () avec N <« woisin > de A et ( de norme < petite >
.Le principe de la methode (cf.Kikuchi) est de cherche les solutions¢ de la forme

C=c¢epp+mn

ou € > 0 un parametre qui vers zeéro, n un élément dans le sous-espace de Hg(w) orthogonal
a ¢y, et de norme < petite > a preciser plus tard. Introduisons les opérateurs suivant:se :

HE(w) — HEdéfini par:Se¢ = 1((A§ L d0)) LE—AletQ : Hi(w) — ¢oT, le sous-espace orthogonal &

£
oo ,défini par la solution unique du probléme Q¢ € ¢y,

(I — ML)QE = R

P, étant la projection orthogonal de HOQ(Q) sur gboi pour le produit scalaire ((.,.)).
Théoréme 2.1 Soit= > 0 et (¢, \) € H3(Q) * R, avec

C=ego+1.1€ ¢
Alors ((, \) est solution de I'équation

si et seulement sin = QSz(spy + 1)

A=+ é((A(e% +1),¢p))

‘ 3. Probleme non lineare discret |

Dans ce travail on propose une méthode d’éléments finis conforme pour approcher le prob-
leme continu. On fait des hypotheses d’approximation sur les schémas choisis et ensuite on
obtient les estimations d’erreur sur les problemes linéarisés associés. Soit n = Hg(w). On
approche n par des sous-espaces de dimension finie n;, Ou h est un parametre qui tend
vers zéro. On fait I'hypothese d’approximation suivante sur les espaces ;. Hypothése
d’approximation On suppose qu'il existe un opérateur linéaire 7, € [H>(w) N H3(w),ny) tel
que:
v € H™w) N Hy(w), [In = rpnll < O™ Hinllmg1, w2 <m <1

Ou C > 0 est une constant indépendante de h. cette hypothése implique en particulier que
Vi € Hy(w), limy,_opey, (inflln — nyll) =0

Ce travailler directement avec I'opérateur non linéaire A.Donc il est nécessaire que I'on ap-
proche cet opérateur convena-blement. pour une méthode conforeme, c’est aisé a realiser:
on deéfinit d'abord un opérateur bilinéaire approché By, : Hg(w) * Hg(w) — ny,. Etant donné
¢,n € H:(w), on définit Bh(¢,n) par

€ € m (Ba(Cm), €n) = / . mlén

Donc Bj,((,n) est la projection orthogonal de B((,n) sur n;,. Maintenant pour ¢ € H@(Q) on
definit A, € ny, par

Ap¢ = By(¢, By(¢, Q)

Dans ce numéro on decrit I'algorithme de résolution du probleme discret. On s’intéresse aux
solution non triviales ((;,, Ay,) € n;, * R du probléme

G — AnpnLCh — Bp(¢, BR(6,0)) + ApCp = 0. (4)

Soit encore Ywy, € 1y,

((Ch? €h>) o Ah((Lwa ‘Sh)) R Bh(C? Bh((g? 9))? fh) + (AhCha gh) =0 (5)

Théoreme 3.1 Soite > 0 et ({3, \;,) € nj, *x R avec

1
Cp = €00y, + npnp € Ny N @op,

Alors ((p, Ap,) est solution de I'equation (3.1) si et suelement siny, = Ty -,y et

1
A = Aop + g((Ah(5¢Oh +Nh)s Pon (6)

‘ 4. Approximation de I'operateur non linéaire |

lemme 4.1 Soit (,n € Hg(w). Alors il existe une constante C' > 0 indéependante deh telle que:

IBR(C,n)|l < C[¢]l[nl] (7)

1ACI < ClICIP. (8)

lemme 4.2 Soit ( € H’(w) N H3(w) et n € H5(Q). Alors il existe une constante C > 0
indépendante de h telle que:

1
|B(¢,n) — By(¢,m)|| < Ch2||¢

7] (9)

3,w

lemme 4.3 Soit ( € H3(w) N Hi(w). Alors il existe une constante C' > 0 indépendante de h

telle que:
1

| A¢ — Ac|l < Ch2||¢)PIIC

3.0)- (10)

‘ 5. Estimation d’errer |

Théoreme 5.1 /] existe un ¢y > 0 et une contant C = C(eg) > 0 tel que, pour tout h assez
petit et pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < ¢, on a

Hc—Ch” S Ch€‘|—0h1/283. (11)

1
1A= Ap|| < ch? + che® + ch2&t, (12)
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Etude de la couche limite dans
I’homogeneisation des problemes
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Résumeé |

Cobjectif de ce travaill de mémoire est d'étudier le
comportement asymptotique au voisinage du bord dans
’'nomogénéisation d’'un probleme aux limites elliptique,
avec condition de Dirichlet homogene, posé sur un do-
maine finement périodique dont la frontiere est parallele
aux axes de coordonnees, par exemple un hupercube.

Mots clés: Couche limite, homogénéisation, échelle multi-
ple, structure periodique, probleme elliptique, élasticite.

1. Introduction |

“expression "couche limite" (Grenzschicht) a été utilisée
pour la premiere fois par L. Prandtl le 12 aout 1904 lors "the
Third Internationalen Mathematischen Kongress in Heidel-
berg, Germany". Prandtl a étudié I'ecoulement d'un flu-
ide a travers un corps solide dans le cas d'un nombre de
Reynolds tres important, il a montré que cet écoulement se
divise en deux régions, une région extérieure d’eécoulement
non visqueux et une région tres voisine du bord (couche
limite) dans la viscosite est importante. Prandtl a décrit
un systeme d’équations qui donne la premiére approxi-
mation de la vitesse du fluide dans la couche limite. A
I'interface entre la couche limite et la région extérieure les
deux écoulements se raccordent.
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On considére dans notre travail un probleme aux limites,
de type Dirichlet homogene, elliptiue d'ordre 2 avec coef-
ficients oscillants périodiguement posé sur un domainef..
Lapplication de la méthode d’homogénéisation asympto-
tigue fournit un comportement macroscopique optimal de
la solution a l'intérieur du domaine ou bien si le domaine
est I'espace tout entier ou que les conditions aux bords
sont périodigues. On obtient dans ce cas une estimation
de I'énergie de I'erreur d’ordres. Cependant, si le probleme
est posé sur un domaine a frontiere réguliere, lipschitzienne
par exemple, alors la presence de la frontiere a une influ-
ence sur la précision des approximations et I'estimation cor-
respondante de I'énergie de I'erreur est d’ordre /2 seule-
ment dans ce cas.

Afin de donner une meilleure description des solutions au
voisinage du bord et ainsi améliorer les approximations, on
utilise les deux méthodes:

1- Méthode de Lions-Tartar, basée sur 'ajout de termes
correcteurs de frontiere au développement asymptotique a
double échelles a partir de I'ordre 1. Ces correcteurs de
frontiere qui se nomment aussi solutions de couche limite
sont solutions d’un probleme aux limites elliptique sans sec-
ond membre, de type Dirichlet non homogene, défini dans
la cellule couche limite |0, 1]~ x]0, oo] dont I'énergie décroit
exponentiellement par rapport a la deuxieme variable.

2- Méthode de Sanchez-Palencia, basée sur les tech-
nigues utilisées par Prandtl, développement intérieur,
développement extérieur et le raccordement.

‘ 2. Plan du mémoire |

Ce travail est décomposé en trois chapitres::
Chapitre 1: Introduction a la couche limite.
Chapitre 2: Etude de la couche
I’'nomogénéisation d’'un probleme elliptique.
Chapitre 3: Application en élasticité lineaire.

‘ 3. Problematique |

Soit G un domaine parallele aux axes, on cosidere le prob-
leme suivant:

—divA(y) V! = 0dansG,
zbj = sturF,
y, — ¢j(y/, yn)Y’ — priodique.

limite dans

(3.1)

CHEDALA.Fatmazohral@gmail.com

Lemme 3.1 : I/ existe une solution unique ) de (3.1) dans

H} ., en plus il existe un exposanty > 0 et une constante

réel unique d’ :
e Wl (y) — &) € LA(G),e WV (y) € LP(G),j = 1,.n.
On definit:

?Zg(x/a an) = wg@?/a xn)‘/(ﬂj/a mn); (3.2)

Lemme 3.2 : soit Jg definit par (3. 2), Soit w: la solution
unique dans H(Q)) de:

—dIVANVWe = 0o dansS),
we(x) = 9L = V() (2) - &

Alors

lwe = 2 gy < CVE
Corollaire 3.1 : Soit w- déefinicomme le lemme(3. 2). Alors:

C
lwell g < NG

lwel 7210y < CVe. (3.4)

et, pour toute ensemble ouvert w CC (2 il existe une con-
stante C' > 0 tel que:

lwell 7110y < CVe.

(3.3)

(3.5)

On peut ecrire le terme de couche limite ufl’g

(2.12) [4] sous la forme:

(x) défini par

uil’g(aj) = vfl’g(x) + wfl’g(a:),

tels que v“(z) et w" sont vérifiés (3.6) et (3.7) (dans [4])
respectivement.

Théoreme 3.1 : Soient u. et u les solutions uniques des
(2.2) et (2.9) (dans [4]) respectivement, supposon que u €
W2>(Q).

Alors pour chaque ensemble ouvert w CC ) avec injection
compact dans (1, il existe une constante C, tel que:

X
Jue(w) —u(x) = eur (0,2 )l o) < Ce

Preuve: ( voir [4] ).

Theoreme 3.2 : Soient u. et u les solutions uniques de (2.2)
el(2.9) respectivement, supposons que u € W3>°(Q), soit
uy definie par (2.5) et on suppose que u; verifie 'équation
(2.10), et:

|ue(x)—u(z)—euy (x, g) —5uil’5(x)—52u2 (:E, g) 1) < Ce?

(3.6)
En plus, pour toute ensenble ouverte w CC () avec injection
compact dans (), il existe une constante c indépendant de
E.

X X X

cl,e 2 .cl 2

qui VErifié:

—_ d?:/UAgv/rg —

™ | i*%mw| =

re(x) = —uo(w,

et r2 vérifige:

[ —divA5Vrg = e, dansS),
r2(z) = —ug (x, z) ........................ surosl.

/o

\

Lorsque
lual| ooy < €
et

C
() S —
Vsl () < =

d'aprés le lemme (2.6) ([4]) on trouve ||r2||q) < \%
D’autre part, on a:

1,1 , L. .
|7 HH(}(Q) < XH?(f+de5Vu)+gde5Vu1+de5Vu2HH_1<Q>.

On utilise les équations (2.4) ([4]), pour chaque ¢ € H3(<2),
on a:

1 1
/ [—2( f+divA:Vu) + —divA:Vuy + divAeVW] pdx
Rk

™ | &

E

[ [P av,us)a, D)+ dios AT ). 5| s
()

T 1 T

< /Q — [(dwavyu?,)(x,g)+—(dwyAvyu3)(x,—>] pdx

E E

_|_

/Q[divagvyug(x, g) + divy AcV pus(z, g)]qbda:

<

| (AVyus) (. 219 0ds| + 1l e < Clolyo

Lorsque ||¢|| 1) = 1, on trouve

1 1
|7 HH& (©2) < C’H?(f+d7ij5Vu)+gdivA5Vu1+divA5Vu2 HH—l(Q)-

Finalement, on obtient ¢*||r.|| H(Q) < Ce , donc le resultat.

[ue(z)—ulz)—eu (:E’ E) —ev (@) =et (x’ E) e (x’ g) | 1(@‘ Références |

[\

< Cs (3.7)

et

Juele) = ulz) = eus (x, g) B ‘%fl(f)”m(w) < Ce

Preuve: Soitw cc ) lorsque u({l’g(a;) = vfl’g(:z:) + wfl’g(x),
on remarque:

|ue —u — eup — 81}515 — 521)% — 52152“[{1@;)

z z
< lue — u— cuy — eui™ — gl ey + e llwi | g+

L I
ellvy ™ = of = vl )

D’apres le lemme (3.4) ([4]), on a: 5wal’€H Hi(w) < Ce3, et

d’apres (3. 8) ([4]):

cl,e cl cl

elloy™ —of = vy ll) < Ce
On définit:
T cl.e 5 x
us(x) —u(x) —euy |z, — ) —euy "~ (v) — eug (@, —
Tg(fl?) _ ( 8) ( 8)7
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1. Introduction I

n this work we shall approximate the parabolic inequality
of type one

{find u(t) € xo suchthat a-e ¢t € [0, 7] (1.1)

(W + Au— f,o—u) > 0Vv e K

‘ 2. Problem I

In this paper we study this problem:

{find u(t) € xo suchthat te[0,7T] (2.1)

(w+ Au— fio—u) >0Vv e K

e K non- empty convex set ofV
oV =H Q)H =L*Q) f € L*(0,T, V1)
oV C HCVIVI=dualofV)V dense in H

o a(u,v) = (Au,v),and a(.,.)bilinear from which is continu-
ous and symmetric.

o W(0,T) = {vjv € L*(0,T,V),vr € L*(0,T,V1)}
o Wy(0,T) ={vlv e W(0,T)v(0) = ugug given in H}
e o= {vlve Wy, TH(t) e Ka-etel0T]}

‘ 3. Approximation of problem I

Approximation of VandH

F Hilbert space, 0 € L(V,F) p, € LV}, F) |lpp|| < C
dith < +00

we say that V;constitutes an exterior approximation ofVif:

1.0, € V), ppuy, — &nF = & € Ov
2.Yv eV Fu, € Vi, with ppuy, — v in F and ||vy|| < C

qp, @ linear operator from V;, - H

we define a second Inner product and a second
norm onV},. (v, wy)nand|vyl;, which approximate the inner
product(,) and the norm|| on Hby:

(Vh, wp)p = (@nVRs Gwp)
[uplp= lanvpl
and we assume that Vv, € V},
Rl < Clloplln - Mloplln < S(h)|vklk
Approximation of a(, )
we say that the a;, constitute an approximation of a(, )if

<(phvh — JvinF ppw;, — owin F (3.1)
we have ap,(vp,, wy,) — a(v, w) '

and if
if p, — OJvin F'then
e (3.2)
liminf ay(vy, vy) > alv,v)

Approximation of K

Kh C Vh

K, constitute an approximation of K if:

1.thKh,phUh4finF:>§€3K

and if
Vv € K, duy, € Ky, suchthat

. (3.3)
ppuy, — OvinF and|vy|| < C

In view of the approximation assumptions we are led quite
naturally to consider the fallowing problem:

y

(U?l uh—I—A UH—H fz—l—l z—|—1>
7

h
+1
;L EKhuh_uOh

WI’[huHH = uy + 0(uy i+l _ u%)@ e [0, 1]

= OV”U}L = Kh

(3.4)

Université Kasdi Merbah Ouargla, Algérie
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‘ 4. Theorem I

Theorem 4.1 if u, ;.the solution of the problem (3,1) then

Up, j; — win L?(0,T,V) (4.1)

u the solution of (1,1)
the proof takes place in four stages:
1. Definition of the weak discrete inequality:

for definition of the weak discrete inequality we use this
lemma

N N
Lemma 4.2 Let vy, . = Y i vh b upp = Doitoul X}

thgl{] . . 1+1 1

(Uh /Uh’vz%—l B u;j—l) _ (Uh k_vh U;L—H - uz—l—l) 4
1 1,2

2K‘UZ+ z+ ’h 25’?]% - uzl‘Z

+arlvp ”h (W™ — )7 (4)

and if we have

T
/k (Qup, 1, + Ahuz,k — ko Vg — upg)pdt >0 (4.2)

then we also have

T
0 1 2
/k (Ovp ket Apug o= Fge On e —p k) pdt > §|Uh,k(T)—uh,k(T)\

(4.3)
By summing (4)from ¢ =0to N — 1 we obtain
N

T T
/k (auh,kavh,k_uh,k)hdtg/k (O ke Vh e —Up dt——Z\Uh up |+

=()

(4.4)
and hence we deduce (4,4)by substituting this upper
bound in (4,3),and if vy (0) = wu,(0) we deduce

from(4,3) that

T
/k (Qvp 1 + Ahu%,k — ko> Unk — Upp)pdt 20 (4.5)

2. Investigation of the stability we shall shaw that the so-

jution wy,, = YoV ulxi as the unique solution of (3,4)
remains,with hand kpossibly subject to stability condition
Poof

v = 0in (3,2) and using relation

1 1 1
(@ —b,a) = §\a|2—§\b\2+§\a—b\2 (4.6)
we obtain
1 1,2 1 G2 1 1 i+l
2K{|uz+ ‘h ’uh|h+‘uz+ _uzh‘h]_i_a ( 7;2+9 1++ ) (fz+ z+ )
(4.7)
and we use the relation
1 1
2(a,b) < ~la* + ~la — bf7 (4.8)
€

er (fi—|—17 uz’+1)7 (f’i—H7 ui)’ (fiJrl’ uz’+1 . uZ) and a(uz” ui+1 o
u') and substituting the results in (4,9) we obtain

. . 9
u TP Ut P 1= (e+=C?) kS (h)?(1—
87
(4.9)
we then introduce the fallowing assumption termed the
stability assumption
212
1 X sima

84

—0)>B>0 (4.10)

; T
\Uz+1|h \Uh\h+/3\uz+l—uh|h+af([(1 ‘9)||uhHh+9HUZHHh < Ck \fﬁ““%) fk <Ahuh,k(t) - Ahuh,k(t

(4.11)
by summing from:=0ton < N — 1

1 1 1
‘thr \h+52\uz+ —Uh\h+042k 1= )HUH Hh]<0

0
. (4.12)
We hence deduct that,Vh, k satisfying(4, 10)

ppup . Temainsinaboundedseto f LQ(O, T.F) (4.13)

gpup . remainsinaboundedseto f L>0,T,H) (4.14)

Z ittt —upE < C (4.15)

0)) x [u' T —u' |+ (1-0) kaf’, u')+pa(u T u' ) < Ck| #7717 T
A (Apup, g up ) dt = A (Ahuz,ka”LLh,k)dt—(l—@) /k (Apup, (t)—Apup,

3. Weak convergence

T
//g (up, e + Ahui,k — b Unk — upp)dt >0 (4.16)

and in view of lemma(4,2)and takingvhjk(O) = ug.p,
we obtain:

T
/k (Vp | + Ahuz,k — fhkoUn g —upp)dt >0 (4.17)

from (4,13),(4,14),and lemma (3, 1) we can extract from
up, @ subsequence again denoted byuy, ;. such that:

gpup. j, — winL>(0,T, H)
DrUp, I — 3uz’nL2(O, 1 F) (41 8)
ue K

proceeding the limit in (4,17) we obtain:

T
/O(v/+Au fiv— )>l7/mmf/ Ahuhk,uhk uhk>dt
1
50k (0) =t 0)\h (4.19)

E: ' (9 1
H—@)
Ll

o N
= 2i—o k(1 —

)|A uH—@ f;j—l uh)h|

@W SN VR b <)
T oS VEY g Y ! — o2

by using(4,13),(4,15) and the convergence assump-
tion(redundant when 6 = 0) (1 — 6)kS(h)?> — 0ifh,k — 0
we obtain Unhk — Oifh,k — 0

and hence:

fOT(vH—Au — f,v—wu)dt > 0Vv € xgu € X7

and uls indeed a weak solution

4. Strong convergence
in fact it my be shown that
PrUp | — ou inLQ(O, 1, F)
for this we consider a sequence wu;, Which
approximatesuand we shall evaluate |
Xk = Jp (Anup g — Aptp > Un g — Uy, g )dt
and shaw that

Xhk — U
from lemma(4,2) and putting vy, . = u; ,in(4,5) we obtain

T T T

/k (Ahu%k,uhjk)dtg/k (8u27k,u}§’k—uhjk)dt+/k
(4.20)
T

T T
Xhk = /k (Apup, kg, up k) dt— /k (Apup, g up, g )dt+ /].C (Apug, o wp g —Uhk

(4.21)
and hence

(4.22)

so that (4,20),(4,22) in (4,21) we obtain: x5, <
T
fk (8u}i,k + Ah“;},k — fh,k7u;;7k — Uh)]g)dt + ((9 —

— k), up, 1 (8) — up, y(t))dt
we shall now sha]v\\]/ that
' |
Znge = (1= 0) 20500 k(Ap(uptt —uf), (upth)* — gt
Zni — 0 consequently Xp ke — Of
T
fk (8u};k -+ Ahu;;,k — fh,kv u}';’k — uhjk)dt — 0
we cane deduce from the uniform coercivity of A in h that
Pr(tp g — vy, ) = 0
and thus
PRUy |k — ouinL?(0, T, F)
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Résume I

_e but de ce travail et de présenter les métodes analytigues des solutions (Lapla-
cien,Méthodes des séries,Méthode de décomposition ... ), approchées et numériques pour
des équations intégro-différentielle ainsi que I'existence et l'unicité de solution. On a mon-
tré qu’on ne peut pas appliqué quelques types des équations integrales (par exemple non
linéaires) par les méthodes analytiques. Pour cela on utilse les méthodes numériques
Trapése, Boubnov- Galerkin, Newton-Cotes ...

Les equations integro-differentielles modelé de nombreuses situations de la science et de
I'ingénierie (circuit électrique, modéle Wilson-Cowan.)

Mots-clés:

equations integro-differentielles, methodes de solution des series, methode de decomposi-
tion, méthode de transformation de Laplace, methode de resolution approchee.

1. équations intégro-différentielles I

soit I'equation integro-differentielle lineaire

o\ (w) + a1 (@).anp(x) + 55, J§ km(z — )™ (8)dt = f(z) (1.1)

ou ai,as...,an SoNt des constantes, f(x), ky(x)(m =0, 1........ , s des fonctions donnees, ¢(z) la
fonction cherchee.
La fonction ¢(x) est assujettie a des condition initiales de la forme

2(0) = @0, ¢ (0) = ¢y, " V(0) = s&é”_D (1.2)

‘ 2. equations integro-différentielles de volterra |

On suppose que le noyau est séparable sous la forme

F(x,t) = X1 95(@) (1) (2.1)

2.1 Méthodes des séries pour les solution
Soit I'equations intégro-differentielles de volterra est sous la forme

WM(z) = f(z) + glz) /O ’ h(t)u(t)dt, v = by, 0 < k < (n — 1) (2.2)

On utilise la méthode de Frobennius des series pour les equations différentielles ordinaires;

et on suppose que la solution u(x) de I'equation (2.2)ecrit sur la forme

u(x) = Zzozoaka:k (2.3)

tel que a;. sont des constantes determinees par les conditions initiales on remplace (2.3) dans
(2.2) on obtient

(£ ) = f(z) + gla) /O (52 apt)dt (2.4)

On utilise les serie de Taylor on obtient la solution u(x)

2.2 Methode de décomposition
on suppose la solution écrit sous la forme

u(x) = X0 gup(x) (2.5)

a l'aide des opeéerateurs integrales on trouve u,(x) puis u(x)

2.3 La méthode de transformation de Laplacien

Supposons que l'équation (1.1) tel que,p(x) admet alors la transformée de Laplace:p(z) =
O(x) .Supposons quef(z) = F(p), km(z) = Km(p)(m = 0,1...,s) . Effectuons sur les deux
membres de (1.1) une trasformation de laplace on utilisons le theoreme sur I'mage de la
derivee et le theoreme du proquit , il vient

O(p)[p" + a1p™ "t + o+ an + S5 Km(p)p™] = Alp),

(2.6)

Avec A(p) une fonction connue de p.A partir de nous obtenons ®(p) solution opeérationnlle du
probleme (1.1)-(1.2).La fonction p(x) = ®(p) est solution de I'equation integro-différentielle
(1) verifiant les conditions initiales(1.2).

3. équations intégro-différentielles de Fredholm |

De la méme facon nous appliquons ces lois sur I'equations integro-differentielles de Fred-
holm
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Abstract |

Le mouvement d’un fluide incompressible visqueux, de viscosité v, remplissant un ouvert
() C R" de frontiere I" réguliere, est modéliseé par les equations de Navier-Stokes :

r%—vﬁujtngzlui@iu:f—Vp ,v >0

Vu =20
<u:O sur) =1 x10;T|
\u(az,O) = ug(x) sur 2

Ou u est le vecteur vitesse défini dans () = ) x |0; T'| et p est un scalaire pression p(t,z) € R,
les variables sontt € R etz € () .
Le probleme est de trouver u et p.

Mots-clés: Equation de Navier-Stokes, Problem nonlinéaire, Probleme de Stokes non sta-
tionnaire.

‘ 1. Introduction |

On veut étudier le probleme de Stokes non stationnaire

(%—vAu—kZ?:lui@iu:f—Vp , v >0

Vu=10

9 (1.1)
u =0 surd =1 x]0;T]

\u(aj, 0) = ug(x) sur )

Ou 2 C R" de frontiere I' reguliere, u est le vecteur vitesse défini dans @ = 2 x |0; T et p est
un scalaire pression p(t,z) € R et f |la force extérieure.
On utilise la méthode de compacité pour montrer I'existence et I'unicité de la solution u.

‘ 2. Preliminaries |

Theorem 2.1 ( Lexistence)
Il existe u solution du probleme précédent pout toutT > 0 fini.

Theorem 2.2 ( Lunicité)
Si la dimension n égale a deux, le probleme précédent admet une solution unique .

La démonstration est basée sur la méthode de compacité dans I'espace
V={v/ve (HQ))", Vv =0}

3. Statement of the results |

Theorem 3.1 Si la dimension n = 2, la solution u du probleme précédent est apres modifica-
tion eventuelle sur un ensemble de mesure nulle, continue de 0;T| — H , u(t) —uy dans H
I'orsque t—0.

On montre de plus que, en dimension n < 4 on peut obtenir, pour des donnés tres partic-
ulieres, un théoreme d’existence global ( en ¢) de solution forte.

Theorem 3.2 On suppose quen < 2, f =0 etqueuy € VN (H?*(Q))" = W avec ||yl assez
petit, alors il existe une solution u unique du probleme précédent vérifiant
u'e L0, T; V) NL>®(0,T; H).

avec H =adhérence de G dans L?(Q)" et G = {y /¢ € D(Q)", Vi = 0}.
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‘ Résumeé I

Dans, ce travail on se propose d’étudier les solution peéri-
odique des problemes paraboliques de réaction diffusion.
pour ceci on va utiliser la méthode de décomposition des
operateurs qui decompose le probleme initiale en plusieurs
problemes approchés couplé qui seront étudier simultané-
ment .
ceci se fera on faisant une semi discrétisation en temps en
fin on passera a la limite .

Mots clés: Méthode de compacite, réaction diffusion, prob-
lemes paraboliques, solutions péeriodiques, methode de de-
composition.

‘ 1. Introduction I

Dans le cas des systemes a coefficients périodiques .
Léquation considérée s’ecrit donc :

X' =A)X (1.1)

ou A est une matrice n x n de fonctions continues sur R a
valeurs dans C telle que :

At +w) = A(t) VteR (1.2)

On appelle période de A le nombre w € R .

Théoreme 1:
Soit ® la matrice fondamentale de solutions de (1.1) .Alors
U est w - péeriodique et vérifie :

V(1) = Ot +w) Vit eR (1.3)

Alors ®(t + w) est aussi une matrice fondamentale de so-
lutions pour le systeme (1.1), de plus, pour toute matrice
constante R, on a:

O(t) = P(t)e! vi e R (1.4)

Définition 1:

Les valeurs propres de la matrice ¢“/* sont appelées multi-
plicateurs associés a I'équation (1.1) ou encore a la matrice
A ,et les valeurs propres de R sont appelées exposants car-
acteristiques de A .

1.1 Résultats complémentaires sur les solu-
tions periodiques pour les equations differen-
tielles lineaires d’ordre 2:

Nous allons encore présenter deux résultats sur les solu-
tions périodiques. pour cela nous intéressons a une égqua-
tion de la forme suivante :

" +a(t)r +b(t)x = c(t) (1.5)

avec a, b et c trois fonctions reelles continues et w— peéri-
odiques.

Théoreme 2:

Considérons une équation du type ci-dessus .

Léquation homogene associée s’écrit donc :

" +a(t)r +b(t)x =0 (1.6)

Alors (1.5) admet une solution w-périodique pour toute
fonction ¢(t) si et seulement si (1.6) n'en a pas .
Lemme 1:

Université Kasdi Merbah Ouargla, Algérie

xrania_bekhoul@yahoo.com

Léquation différentielle (1.5) admet une solution w-
périodique. si et seulement s’il existe une solution z veérifi-
ant la condition de périodicité :

r(w) = 2(0) 2'(w)=2'(0) (1.7)

1.2 Méthode de decomposition:

Pour montrer I'existence d’'une solution de notre probleme,
on va utiliser la méthode de decomposition des opérateurs
qui décompose le probleme initial en deux sous problemes
adjacents, apres une semi discretisation en temps de deux
sous problemes, on recupéré une suites de solution péri-
odiques approches du probleme initial, apres on met en év-
idence des estimations a priori, enfin on passera a la limite.

1.2.1 Exposition de la Méthode de decomposition:

De facon générale et formelle , considérons le systeme
(u désignant éventuellement un vecteur):

0 0 oa
G s 0
ulp=0 u(z,0) = Up ()

u" approximation de u & l'instant nk et «"! approximation
de u al'instant (n + 1)k.

Premiére étape: On considére 'équation :

Ov Ov
ot tor =N 1.9
{v =0 v(z,0) = vy(z) 1-9)

par la discrétisation en temps de (1.9) on trouve :

1 1
{ WTI—y Ou" 2

k- Ox 1.10
un—l—% |F: 0 ( )

1.2.2 Estimations a priori:

Dans ce paragraphe on fait des estimations a priori sur la
suite de solutions approches qu'on a obtenu ci dessus
on montrera que la suite de solutions approches obtenue
apres la semi discrétisation en temps des deux sous prob-
lémes demeure dans un borné de H1.

Passage a la limite:  Dans ce paragraphe on étudie la
convergence de la suite et on passe a la limite ce qui donne
I'existence d’au moins une solution du probleme .

1.3 Uniciteé:

Pour établir 'unicité on part de deux solutions et en util-
isant le lemme de Gronwall, on montre qu’elles sont égales

Deuxiemes étape : On considére la deuxiéme partie de
I’équation (1.8)

5_w_52_w_f
Ot oxZz — /2 (1.11)
w |r=0 w(z,0) = wy(z)

par la discrétisation en temps de(1.11) on trouve:
( 1
Wyt g2yt

k - Ox? (1.12)
un+% ’F: 0

\

avec k = At .
‘ 2. Position de probleme |
2
% — a(az)% T b(x)% = f(z,1) (2.1)
u|p=0 u(z,0) = up(z)

ou a,b,f,périodique en x
on utilise la méthode de décomposition alors par la discréti-
sation en temps le probleme rendre sous la forme :

ntg_om 2, nti
< u 2 u (az)angQ + 1 avec (2.2)
W3 = 0
\
nt+l_, ntd n+1
u__—u 2 b(x)a%x + fo avec (2.3)
un+ (F) _
1 2, n+s
<N

on applique les résultat des EDO du 1¢" et 2°™¢ ordre aux
problemes (2.2) et(2.3) él. coefficients périodique.
Onpose: u" = f;,u"""2 =y ce quidonne:

I 1 .k
{ZFW awyht Avee 2.5)

1
Et en posant vt = 2, fo = u"2

o kb%x)z — #@fg avec (2.6)
un+1(F) — 0

On appliguera maintenant les résultats deja obtenu pour les
EDO du second ordre a coefficients périodiques

‘ 3. Application Numeérique |

Enfin, on valide notre travail par une application numérique
simplel.
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‘ Résume I

Etablir des majorations de la distance de fonctions de régularité donne a un espace de
polyndmes pour les normes d’espace de Sobolev cette distance est calcule de le premiere
probléme au moyen de le projection orthogonale 7 dans I'espace L*(A) et dans le deux-

leme probleme au moyen de le projection orthogonale wﬁ’o dans l'espace Héf(/\) et dans le
troisiéme probléme au moyen de le projection orthogonale 7, dans I'espace H'(A)
Mots clés: polynémes orthogonaux, espaces discrets, polynémes de Legendre.

‘ 1. Introduction I

Ce chapitre a pour but de majorer la distanse de fonctions de régularité donnee a un espace
de polyndbmes,pour les normes de sobolev definies dans le chapitre l.comme les espaces
de sobolev que I'on considere ici sont des espaces de Hilbert,cette distance est calculee au
mayen d’operateurs de projection orthogonale sur I'espace de polyndmes et a ete intialement
estimeedans|1] et [2] .Letude s’effectue d’abord sur l'intervalle A =|—1, 1], puis sur domaines
du type (] — 1,1]) est un entier quelconque> 2. on conclut en preséntant un resultat de
relevement de trace polyndmiale. le parametre de discrétisation est un entier positif note V.
Lesymbole ¢ designe une constante positive indépendant de N.

Dans ce qui suit, on note 'ouvert | — 1, 1/%, ot d est un entier quelconque > 2. Le but de ce
paragraphe est d’établir des majorations, analogues a celles de la Section 1, de la distance
dans un espace H*(2) d’une fonction de régularité connue & un certain espace de
polynébmes. Pour simplifier les notations on présente les démonstrations uniguement dans
le cas d = 2. On désigne par = = (z,y) le point générique de 2 dans ce cas.

Les démonstrations reposent essentiellement sur les résultats de la Section 1, utilisés sur
chaque variable avec un argument de "tensorisation". Ceci signifie que I'on va faire appel a
la propriété suivante, en dimension d = 2 par exemple,

L(Q) ={v:Q— R;/ v (2)de < +oo}
€2

1 1
:{U:A*A%R;/l(/lﬂ(x,y)dy)dx<+oo}

1
— {0 A= LQ(A);/ o, )2y de < +00)

— L?(A; L*(N)).

De méme facon, on voit facilement que

HY(Q) = L7(A; HY (M) N HY(A; LP(A))

‘ 2. Erreur d’approximation polynomiale I

Lobjectif de ce travail est d’établir des majorations,la distance dans un espace L?(12)

Théoreme 2.1 pour tout entier m > 0, il existe une constantec positive ne dépendent que de
m telle que, pour toute fonctiony de H(\), on ait

le = mell o) < Nl gmga (1)

Démonstration du théoreme (2.1):

Etant donnée une fonction wde H™(p)pour laquelle on écrit la décomposition (1.2),il faut

estimer | 1
o — / () Ln(C)dC

”LnH%Q(A) —1

On va distinguer deux cas , suivant que m est pair ou impair.

1)Lorsque m est pair m = 2k et ¢" = f_ll ©(C) Ly (C)d¢,d’ apres I'equation différen-

| ZalZa
tielle

. 1 1 !
7 Tl ol + 1) [ st0Amcc

comme |'opérateur Aest auto-adjoint dans L*(A) , on obtient

n 1 1 !
= I | (49(OLalc)dc

En itérant k fois ce résultat , on en déduit

1 1 Lo
n __ A n
e | A0

On constate donc que

I 1 T (AR Ln(C)d¢

Ll
L

On minore alors les n(n + 1) par N? ,ce qui donne

X AR Q) Ln(Q)dS
o —mnellTapny < N7 Y0 (Fe Pl
A T T
Lk
A Ln(C)d
Comme les J (AT Ln(O) Csont les coefficients de A%y dans la base des polynémes de

HLHH%Q(A>
Legendre , on a

+00 1 k
_ _1(A%@)(C) Ln(C)dC _
HSO—WNSOHZLz(A) < NTHOY (f 1 TAE )QHLnHQLz(A) =N 41-@”14/@90“2&@)
nover Eelzay
on obtient
AR HPE(A) — HY(A) = L2(A)
alors

2 —4kn 1k 112 —4k 2
| — 7TN90”L2<A) < NA SOHLz(A) < N7l o

2 —2 2
= [j¢ — 7TN90HL2<A) < N ol 5m

2) Lorsque m est impair :m = 2k 4+ 1 on obtient comme précédent

1 1 Lo
n — A n
’ |Znll72y) (n(n + 1))F /1( PN (e

On utilise I'équation différentielle et On integre par partie :

P — et | (AR (L1 — e
”LHHL2<A> (n(n+1))2F J_

On voit alors que

+00

, 1 (1 (AR (O L, (1 = ¢2)d¢)?
lo=mvell = 2, G yp

[ZalZ2,

On note que, comme (L;,L)n, n > 1,sont deux & deux orthogonaux pour la mesure (1 — ¢?)d¢
pour toute fonction ¢ de H'(A) admet le développement

+00 L7 ! 2

n n f—l ¢ (C)Ln(<><1 o C )dC

w — w L?% avec w — ;
7;) fh L2(Q)(1 —¢?)d¢

L = XL QL)1 = ¢P)de)?
2 20\ (1 2\ 1 — 2T 12 1 n
Il = | ¥H00-cac 2 enllina) = 27 T O .

pour n > 1;

1 UL YOO ey
n=0 n(n * 1) HL?%|’%2<A)
En appliquant cette formule pour la fonction v = A¥p et en minorant (n(n + 1))***1 par

N22k+1) on voit que

1 /
o = mvplfagy < eN 2D [ ()01 = ¢y

Et on conclut
2 9 /12 9 2
| — 7TN90HL2<A) < eN“72M|(AFp) HL2<A) < cN mHAkSOHm(A),

dou,
2 —2 2
| — 7TN90||L2(A> <cN m||90||Hm(A>
Lobjectif de ce travail est d'établir des majorations,la distance dans un espace Héf(Q)

Théoreme 2.2 pour tout entier positif k et pour tout entier m > k, il existe une constante ¢
positive ne dependante que de k et de m telle que, pour tout fonction ¢ de H™(A) N Hé@(A),
on ait

k0 _
lo =7 el min) < eNT el a0 < T < k. (2)
Lobjectif de ce travail est d’établir des majorations,la distance dans un espace H*(()

Théoreme 2.3 pour tout entier positif k et pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢
positive ne dependante que de k et de m telle que, pour tout fonction ¢ de H'(A) on dit

—1 —1 1—
lo =Tnellea) + Nlle = Tyel ey < N el g (3)
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